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Nova methodus, aequationes difierentiaies partialea 
ftrimi ordinis inter numeram variabiliam quemeunqae 

proposifas intograndi. 

(Ex Ul. a G. J. /M06i maniiiciiiptM pMtlHimit in nediam protnlH A, CMmL) 



1. 

Sit F Anotio fUMoilt, lint fi, f«, ... 9« varitbOei 

atqiie ;>,. ... diiemitlaUa partialia ipsias K secundum 9,, f,, ... 9.. 
rroMiMiin de integralinne apquationum difTerenlialiiUD partialittHl prini ordinto 
inter nunierum queiucunque variabilium hoc est: 

Data aequatioiie inier quantitatcs V, q,, q.. ... q^, />,, p,^ ... ji,, 
ipsam y ul funclionem ipsarum ^i, q,, ... delenainare. 

Suppouam aequalionem propositam iptm ftuMtionen qMMitaii V loi 
continer». Qaotfes emn coitUnet, pnMema ti iM raroonl potert, 1b fM 
nnnenn TuriiUlhuii indepandendmi mritate aii«l«» 60t, sed fiuctio ipM ii- 
coipiiUi ex aeqmüoao diArMitlill •▼uit. Utrodiiela «mn bot» vwiaUIi I, lil 

arit 

Quibus valoribus subslilulis in aequatione inier V et quanlilates 9,, ^, , ... 
p,, ... proposila, prodibit ae^alio inter variabiles independentes 
9m fii • - 9-> B^"^ dUhrandaHa pMtiiia ftmettoiif IK Mcmdmi variabÜM 
lUas ranta, ipsan foBClioBMi W aoa ooBÜneu. fliae, qaia aamwuBi fttüf 
Ulium ted^ffladaaliaia ai fMamerntque assvBiiBBB, coaeam est tappoiilio, 
aeqnüoaeia diiMreatitlen propoaitaiB faaefioBen taeogaftua 



*) Epitomae paragra])borutD in ipso raaruiscripto praeter panigrapboB 66, (57 noii 
iav«Dtttntur. Qom tamen in uaum lectoria, ut longiorit conunentationi« dectursaa faciliut 
ptnpia«retar, adjidaadae videbaatar. (X 

**) SignificandiB difTerCDtialibas partialilMn «gnuin charactcristicum — 5 — » Mjgni- 
flcandia completit tigDum — d — adhibabo. Quod bene teueodum est. 

Joamal Ar Mrthwurtlli Bi.LX. BMk 1. 1 
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2 C a. J. Jaeobi, mow wutMiu aequaL dtferemL pmHaka prim ardima mlagrmii. 

Probletaa tub ea, qua in sequentUnu utalur, forma proponilur. 

3. 

fimdto ineogniu ipsa «equtttoiien dWorantialeiM ptriialein propoiitani 
Äo« fiigredttBr, '|»robl6iM Miadna geoenlilale sie eimliari potosi: 

p,dqt+p^dq,-\ 'rfmdg», 

»i data est aequatio i/tter quantitate» q,. q.,^ ... q„, p, , ... p., 
inpenire 1 alui$ aequaliones int er ea-säerti qtutntitaies, e quibua quanti- 
t«Ue$ pi, ... tales prodeatU fuHCÖtmea iptofim 9,, q,^ ... 9.^ vi 
evpremo propouia 

etadat 4ifereiUiale com^ämt 4V. 
Ul expfotsio 

Pidq^-^Pidq: \ rp^dq^ 

<<il (liirereniiiile cuttipletum, sulisfieri debel — aequalionibiw conditioaa- 
libus boc schemale contenlis: 

in q«a aequitione indidbaa i tu k vaJoref 1, 2, 8, ... » UM poMOt, ▼«! 
ut aequaliotte« tanbmi inler ae diveraaa obtineantar, indici i üribnanUir valorea 
1, 2, 3, . . . m ~i et pro singidia ipiiua i valoiibaa tribiMBlar indici k valom 
tantom ipso i mmnres. 

In aequalionibus praecedenlil)us quanlilales />,, p-,^ • ■ ■ Pm "1 funcliones 
ipsarum , q,^ ... q^ consideratae sunt. Quod quoties fit, difTerentiaiia 
parlialia illarum quantitatum uncis includaru, sicuU antecedeotibus factuai est. 

CatulUiOMtM imltBtabUUalit forna m ini mUMm*. 

3. 

Negotium, quod suscipiam, primum est trati^fonnatio aequationum cod- 
dilionalium. Quippc quas ita exhibeamus, quales iiunt, si non ul aotea onuiear 
Pt^ Pt, • • Pm ipsarnm 9,, g,, ... 9. fanetiones eeirideraaUir, aed 
Pi vt ipaaron pt^ p^, j»«, ji^t • pm, 9h ft* • •< U, 
p. Dl IpflaFUB jb, p«, PI, . . . f., fi, ft, . . . f., 
Ps ttl ipaaram p«, . . . p«, fi, fi, • • • fn» 



ut ipsarum fc» f m «'j, • • 9ms 

p„ ul ipsarum 9,, fi, ... 9. 
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C 0. J. Jm9»bi, MM mtMut otgiitL ÜfirmiL jMrNoie» prM mrHnk MBgnmit. 3 

ftM di oM M . Ad qoMB supposttiOBMU nimm fla^tteüdlmi dtfemliatiMMS per 
partes inilitiieiMlas, wM aUad disertis vethh Halvlaiii dt, mit dilforentialie mds 
indua reperiaa, quo fticto Semper iumitiir, omiies f i, lanqaam 
ipmnNH fi, ^, ... f. fnactiines spectari. 

Systems pHmm aeqnatfoiMuii condiliottaliaii« ipiod respondel valori 
• = hoc est: 

(^)=(i^). (t)=(^)- ■■■ (-^x^y 

Qeed e svpra statntis sie representari polest: 

5p, {Spt\i dp, / dp, \ . iEr/5F.\ , dp, _ /dp^\ 

^p, A'p.\ . 5p, i^^>.> , / Sp, /ap.\ 5/), _ /dp^ 
Ome ae^i^nes per aefvalioBes eondiUonalee fn kas transformari poesvat: 

dp, (dp,\ dp, /dp,\ . dp, fdp,\ dp, _ /dp,\ 
dp, ^dq,y^ dp,\dq,y'^" ' öp. ^^qj'^ Qq, ~ \ dq, /' 

MoUipliceraus aequationem 2-, 3"", ... per ... ^ 

et produclarum summam deducamas a prima; inuitiplicemus ae^ationem 3'% 

i*-", ... (M-1)- per 1^, . * ^ et prodnelanmi nunmsai aob- 

ducaoMu de seamda; mltipHeeittiM aeqaationem 4"*, 5'"", . . . (»— 1^" 

■ • • et prodvelwam snonlalB dedncams de tertia; et ita porro. 

Quibus patralis aliud eruimus syslema aequalionoin, systenati primo aequi- 
▼alena, hoe: 

1» 



Digitized by Google 



4 Ca.J, Jme0bi, 



tuA^duM mmmL AAmhL nnrHaht Mf4arf nniiiiii iaiMMiMii. 

^•^^W^^^^^^ ^^^^ ^»^»ww ^v^H www ^v^^r w^^v^^p ^^wv *™ wwv^v •^^^ww* ■■••^PP» 



(A.)< 



f4 \ Öp, gp. 



dp, dpt 



öp, ^. 



(2.) 



(S.) 



^1 gp» 



5p, 5p, 

^ 5g. 



5p, 5p, öp, dft 



dp, dq, 8p^ 5g, 
^^_5P.,5p. _ 



5p. ög. 5p, ög, 
^Pi 5P4 I ^« I 5p, ^« ^ 5pi gp« 



5p, _ 5p, 5p, 
ög. öp. ög. 



+ 



5pb 


dg. 




^. 






1 


5p, 


' 5p. 


5g. 


5p. 


5p. 


5|Pa 


5g« 




5p, 



_Sp, Sp, 
5p. dg. 



_ opi 



5p. 



Jh. 
5». 



/_ 4 S 5p, ^» , 5p, BPm , 

^^ + öp. 6g, + 



I 5p. 5p,-t , dpt dpm~t 



* • 



1 ^Pt Spm-l 5p, _ ^^-Hl 

, 5pi 5p. 
■T5I 31 r 



^•-idfi^i dp. dg. 



5Pi _ 5p. 



B fdtes aequIioiiHwi diftnolidii piriiilii weis lieiiiia «vaNraü. 



BpUmatL tmmim M^tioiiii conAtioMlfaui, fiod rafpoidet vdcfi 

D«aigiianto k qvemlibei e nameris 3, 4, ... aaqmüo 
ric etiain exhiberi potest: 
quae adhibendo aefutionM 
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C O. Jac0bi, am w d tod to MfMfc ü f t m i l. parUalm primitrdMtiiU«gtMiu 5 
in MqmiileB iUt: 

Si aequationeiB 1*", 2*", ... (m— 2)"'" vocamns, quae prodevnt ex aequttione 
praeoedenle loco k reipeetfTe ponendo valores 3, 4, ... moltipUeenMU 

m^mOoimib 3^, a*, ... pw ^« ^ ^ iMdiictanm 

■unmim dedicuun de prina; mnWpBecimn 8*, 4*^, ... (»— 2)*** per 

^ et prodoctamin suinintin dedacamaa de Becuda; el He 

porro. Ernetiir bis (ransactis syslema aequatioaum hoc: 

fi \ f^Pt ap, öp, ap, dp, dp, I ^1 ap. 

ap. a,. +ap, a?, +ap, a?. ' * "^öp. a,. 

■ ap, ap, öp, ap, ap, ^ = j£i_ 

ap. ap, ■ ap, ap, . Bp,dpt . . . , ._api__^ 



ap, ag, "^^^ a?« "^'S?:^'^ ap. a«." 

4_^_iP4.^«._ . . . ap, ^ op« 

■ öp, a^, ^ aj« df, 

ap, ap— I dp, _ Bpm-i 

dqm-t dpm d<lm Bq^ 



Qaod aeqaaUonnm systema e praeoedente (A.) eroitur, indiees. 
täte angentor, qaanUun teri per Ibaitaa iadieni potett 



5. 

f^orsus eadem ratione demonatratnr generolü aequatio: 

ap. apt dPi 8p. ap| 5p. dp^ 

Bpt+t öqi^ t dpi+2 a^f+i ap.^ , ap. ^ 

ap^ apj ap; dp,- Sp^ ap^ _ öp^ 
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6 CO.J. Jae^bi, 

in qua i desigiiare polMl nmniquoinque e mMfüi 1, 2, 3,.... m— f ilfM 
pro singnlis fpsirä I valorikm deiigiMra potMt Bnnienini mmiDqvemqve 
ipso • majorem laque ad valorMi s «. Qua igHnr aeqaatto gmiaralis 

ampleclilnr nnmerom "C"^"*) «efaaMoinnn tater w divemnm, qnae e lotidam 

aequalionibos 

(Ä) = (^) 

darivalaa sanl. 

De forma inftofa coiufilionei» iN<«^aMA<a/i« » eo iptae propotntur derivoHda. 

6. 

Vic« versa ex acquutionibus (a.) deduci possunt aequationcs conditio- 
nales initio proposila« 

sive demoHStrari polest Iheorema aaqaevs: 

Theorema I. 

fiSajpipmNifar; 

Pi fiu^Uio qnmMMim p^^ pt^ p^^ Fit • • • Pm^ fi» fi» . . . f.» 

^ " Pt% P*^ Ptt ••• Pm^ fll fi» ••• 9«> 

P» - " P*^ Pit •" /»-•» 7i> ••• flf-> 

P—l ~ " Pm^ fl9 fll • • • fay 

■ fl» ff»» • • • ff«» 



("0 



tfei^^fHMfe i MUNNfiraNfHe e tmmerh 1, 8, 8, ,,.m—i et pro au^ulh 
i taioribttä deiigiumUt k wmanquemqve e mmterk 1+1^ <+2, ... % «Mfe 

mmen» Mut aeguaHmiim ctf ; «afavl^mef tffa» » aw ain p 

— — • cohditi.ints quiri.t »ecetsariae lum snfficientcs, »t exprems 
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G B. J, MM mIMm MfMt rf^fWmt. 

F«} i^f ' " fm per quantikUes fi, ... q^j exprenio 
Pi fiqi +Pi<'?t+ • • • +pmäqm 



eoHditionm 
7. 

Condiliones illas essü neccssarias «ntecedenlibus comprobavi, f|uippe 
quas locum habere demonstravi, «luoties expressio 

Pid^i f p.dq^A \-Pmäq^ 

dilTerenliale completuni sit. lam demonslrabo easdem conditioneä c^se ruf- 
ficienteM, sive quoties aequaliones iUae numero ''*^'^~*^ locum babeanlf «x~ 
pressioaen 

Piäqi-ipidqt-{ ^p^äq^ 

MM dünreiliale completaMi. 

PmUo k^m, Mqmtio propoitta il: 

Uidt rmof ntinor, j»t, jp^, ... «t aolHnuD f i, f«, ... 9. AmcIhHiM 
fpeclunn, wd» pro ipw pu K^^* *<"^ ^ ''Ive (^)* 
Porilo H: 

Ciii aequalioni si addimus aequationem (1.) muIUplicatam per ^-^^ prodil: 

PMKo fit 

^1 ^ftw ^9t+g ^i+j ^J». 3». 
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8 C*G. J. Jacobi, novo metkadtu aequat. differeiU. partialet primi ordtatt imUgraaii. 

C«l M^iHoai addo M^MlioMiD (1.) por M aoqMliMMi (2.) per 

muitiplicaUn, prodU: 

(3.) 0 - -(^'^)+^(^)+^(^^-)+...-, 



El iUi coaliMuiik», dammulras M^attoaen gnm^: 



ia ^ ift Talona Manai iadaere potaat m, »—1, ai— 3, . . . ad <+ 1. 
Und«, ii ^ < rursus valon» 1, 3, 8, . . . ai— 1 triknnlar, naaienis 

(6.) it ^^iJl. 



8. 

Ex aaqiialioirfbaa («.) theoraaialia I. dcdvxl lofitfaB aaqaaÜaMa (b.). 
lam hii dadaoam aaqaalioaai 

fianiBi idMi «at nnneras. 

Supponam, pro omnibus numeris i" et k, qui dato naHra i 
ipso m noo mageres sunt, i«in probalas esse aequalioaef : 

Qaaraa» apa aeqvalio (b.) tranaformari palati ia kanc: 

dp. 

qua* eadea est al^e baae: 

In qua, si placal, eticai k » i poaere lioal, qaippe quo caia identica ftt. 
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a 0. J, Jacobi, mea meikodtu tugtuO. dtfermL parUaUt jtrimi m^mk fafturwidi. 9 
YaUuHbui igiiwr aequaHtm^m (b.), n aeqrmäo 



eomprobtOa cff pro o nm it w iptonm ^ §1 k «o/onW 1+1» t+2, ... 
eadm wMU pro omMm ^jnonm f et h ookir&m i, . . . «. 

Si ponitiir Ism— 1, in Mqnatione (6.) ipri k mm coiTenit vidor 
k^m, iRde 81 illa: 



Valant igitur aeqnationes (c), in quibus k>i siatuaftv, li f = m— 1. Unda 
ex nnlecedenUbos valebunl etiam, si i=m— 2; unde ex antecedentibua valebunt 

etiam, si i=wi— 3, et ila porro; sive valebunl aeqnationes (c.) pro omnibus 
ipsius i valoribus m— 1, m — 2, wj— 3, ... 3, t. Q. D. £. ComprobaUs 
aequationibus (c), Sequilar, expresäionem 

Pi fiqi +P2 fiqf\-"' +p- äqm 

differentiale completum esse. 

Syrtent condHioiiiun quibus Batisfieri debet, vt exprenio 

pnecedons differeDtiile conpletnn eradal, nb tribos fonaia (o.), (6.), (e.) 
exhibui. Quarum forma {«.) ad folTeodiun problana proporitam sive ad 
deteraüiuuidas funciiones p,., pn • • • Pm ^om expreutooem illam differealial« 
ooa^Ietom efficiant, prae ceteris idonea est. 

Dt ktUgnMoMm qua» e form» prima eondMomm iiU$graWitaM$ wbijo probUmaÜ» 

profotM potbdtL 

9. 

His praeparatis, iam integraliones transigendae acrnnratiai deseribi poB- 

soBt Redit eniiD problema in determinationem functionum Pi, fi, Pm» 
quae aequalionibus (a.) satisfaciant. Ipsa quidem pi ul fnnclio ipsarum p,^ 
Pi. . . . p„, 9,, ^2, ... per aequaüonem differenlialem partialem pro- 
posltam data est. Deinde ponendo in (a.) i = itr = 2, deterniinalur ut 
fnnclio ipsaniaa p^^ p«, ... p^, ^i, f,, ... 9. per aequaüonem : 
jMmial lir HathMurtlfc M. IX H«ft I. 3 





0 - -i&i^> 
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10 C G, J. Jacobit 



elkatbu aefuat. differatt. jwrMofet primi «rdintf MMyrmifft. 



(1.) 



Bf, 



dp. 



dp, dp, 
dp* 

dp, dp. 



dp, dpj^ , -rj. , 
öq, dp, dq, dp, 



9P, dp, 
dpm dqm 

,dp,dh^ 

^dfmdpm 



QiiM «Bl Mqnatlo ^iffsraiUalia parlialis Inmww« tv^m nola est integnrtio. 
lavenla fimclione pi, quaccunque «eqnalioiii pnecedentt ntiflÜMil, ponamus 
fn MquaUoBlInis (o.): «»1, 2 atqae prodtmit aetjuattonw: 



öp, 5p, 



dp, dp, 
dp,'Sq^ 

dp, dp. 



(2.) 



dp, 
dq. 



dq, dp, 

dp, dp, dp, 
dq, dp, dq. 



dq, dp, 

dp, dp, 
dp, cq^ 



.dp, dp, dp, dp. 



dp, dp, 

SÄ- Sil 

dp, dp, 

dqm dpm ^ 

dP_i. dp,_ 
dp, dp, _ 



Si funclionern p, non ul ipsarum p., pj, ... p^, ^i, y,, ... sed 
substitulo ipäiuä p. vulore per inle^ralionem aequationis (1.1 invento, siculi ipsaiu 
/»,, ut funclionem ipsarum pt. pt. ... p„, y,, 9,, ... y„ considerare placel, 

muUiplicelur aequatio posterior per ^ el priori addatur. Quo facto obtines^ 

M Pi et pg mt fimdume* ^umUUahm reH quanm tptvtmhur: 



dp, ^ dj^_dp, dp, dp, dp. 



dp, dp, ^ dp, dp, ^ 



(2») 



^dq, dp, ' ö«?, öp. 

dp, ^ dp,_dpj^ dp, _dp^dpj^__^^ 
dq, dq, dp, dq, dp^ dq. 



,-iEi.dPi 
dp. dqm 



dp, dp, dp, dp, . , dp, dp^^ 

Ouaruiu aequalionum altera ex altera invenitur indices 1 alque 2 inier se 
pcrniutando. Binis HequalioQii>us (2.) sive (2.*) ipsa pi ut fuuclio quantitatani 
p*'. Pi, ■■■ Pmy «I, . . . qm delermiBMidi mL 
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C B. J. Jufhi, iMM »tetMhu t tp ut. «HjfSermfc partUlu prinU tHKiik UtUgrmnü. \i 



10. 



hTcnla per ae^aliomii prMoedentiiim iotegratkmen etiam AneliOMi»«, 
poMlw in («,) f— 1, 3, 3, k^A^ prodeunt ■eqiiali«wet Ires seqanntas: 



(3.) 



gp. 



g/>4 



5p* 



_ 9p, ^Pj. _ 



j.4piiPi . 4^iPL+ 



ap, cp. 



. ^^Pt 

oPt 9p, 

, 9p, 9p, 

,fpj 

9p. 9p, 



tolMl^tts ipMOWn m «t «o^rMioitfbas per iote^tiones ii 
ioToiitis, onmes tres fi, ^, nt Bolanrai j>„ ... fi, «^t . . . 9« 
eoMSidenre et ad hane anppoflitiaiiefli Atforen^aiief per partes referre plaoel, 

primom aeqnatio lertia per ^ mnllipUcata addatur leeirodae, prodit: 



Ö9," ö?,' öp, ög, vp, dq. 



Öp» cq» 



9ü 

Uaec aequalio multiplicala per ^ et tertia aequalionum (3.) multi- 
pUoalB per ^ addatiir priaiiae^ prodit: 



9p. _ 9p, _ 9pj^ 9p^_ 9p, 9p, 

^ ^4 0*4 ^ ^» 



9Pt 9p^ 

f^pL^Pi.. 

9f . c^. ' 



DetermiDanda igitur est al fiinctio ipsanim p^^ /i,, ... p., f,^ f,, ... 

quae simul trihus soquenlibus aequationibus satisfaciat. tn quihtu p,^ p^. p, 
»mt funclioncs ipsanim p,, ...p^, qi, ... qoales per inlegrationes 
praecedentes deterniinatae sunt: 

2* 
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09, ~ 



1^ 



^1 



dp. 



^Pt ^9* dp» ^9" 



■t ^P' 1 



09« dp» * 



_ipl gp, flp« 

0P4 . ... . c^p* iPt. 



QuM aeqmlloiMS trea 
ex ilUi obUnentir. 



j/ba» liBilM.nat el floaumilttdo iiAffM 1, 9« 8, tliae 



f mmda» tM^lmi oportet; 



fKÜm ad 



11. 

Sic pergendo, determinalis p,. p,, ... p,, ul functionibns ipsarum 
Pi+i, • • P-, gi^ 9>, ■ • generaliler determinauda erit ut functio 
ipsarum • •/»«, ?n • • • per aequatione» sequentes, quae 

sunt nmaero <.* 

gp, ^ ^p.-+i ap, ^Pz-ei ap, ^p.+i 

^9.+» ^9^4-» 

9p, ^ dp» Bp. 9pi^i . gp^ 



+ 



(«■) 



^9/H4 ^Hi 

ep. % 



+ 



dp^ Bpi^i 



öj^i dpi^ dq^ BPi^r ö9m""'" öp. 5?. 

^ ap, ep,.^t ^ ^ dp, 8p,.^, 
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Aeqoatioiies («.} constitaiul fomani ^tiartam, qva ezhibari pommt eonditioiies 
iolegrabilitttis expreMrionif pi^i'¥pt^-i-***+Pmdq». E ip» formt Iimc col- 
ligis. D«ta ^1 vt funcüooe rdi^puuhim quaattlatiiiii per ipnin aeqoatioaem diffe- 
rentialem pMiialem propoiritam, invenilur pt per 'mtegrationem unius aequationis 
tfilTerenlialis puüalis linearis inter 2m— 1 variabiles; detude pt satisfacere debet 
simul duabus aequationibus differentialibus parlialibus linearibus. quae singiilae 
sunt irller 2f»--3 variabiles; deinde pt satisfacere debel siiuul Iribus aequa- 
tionibuä differenlialibus parlialibus linearibus quae singulae suul inter 2/n — 5 
variabiles, et ila porro. Ac generatiter, inventis ipsarum /Wj, ... pi ex- 
prationUnu per quanÜMe» pi+,, •../>., ... ?« detcrmmatw 

Pi+t p*r i a e qm akme§ äifereiUtalet parUäln Unmtm, quAm «A^pdSt «oM»- 
foüen debet et fuae amgviae nmf inter 2m— 31+1 vartabUee. Numenin 
igitar variabilium in inveiligatione cujasqiie inaeqneiitlB fimetionis dwdm 
taiibua minui videmus; muierat qidiMi aeqaationom, quibus simul satisfacere 
debet functio quaesila, pro quaqne insequente functione unitate crescit, sed 
hanc integraliouem siinultaneam , a qua abhorruisse vidcntur Analystae. non 
lantis difficultatibus impedilam esse infra patebil. Allainen antequaui ipsam 
aggrediar iulegraliuneiii iütam simultaaeaui, coodiliooes iulegrabililatis sub aliis 
adkne fonris «Afliebo. 



12. 

a lao« i+1 acribimus k atqw per i nnmeraiB «luemUbet ipso k minoren 
denotamus, aeqoattoiies (a.) sie repraesentare licet: 



^Pj , 9p- ^p^ dpj^ dp- ^Pk^,^. ^ ^Pi 

dq^^ ^' öp. ~~dq^ 'dpi^ ,öq^^, ^/'Ms^'A+a ** ^Pm 

dpx cp- 5p, op. dp. öp^ 



In hac aequaliune est functio ipsanim pi+i, Pk+ii ■ Pm, 9n y?« • • ■ 9»> 
fuuctio auteni praeter has quantitales etiam ipsam p^ conlinet. lam vero 
palet, expressiuuem 

SPi dPi dPt 

«andern manore, live in formandis ~- differenüelnr etfam fudemu 
Pi'f gi' <i Pk iJupUcantur, sive tantiim, ([uod in aeqnatioite praooedenle aap- 
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poiM»n est, qnatenus in pi ezpUcUe praeter iDveiinnliir. Priori oasn eBim 
«eeederent tamiiii w inTioem dertmemeB: 



Praeterea, si ipsa f,- differentiatur seenndam fi «tiam qnateiiu 9« rmplicalar 

dp 

ab tpsa p«, qnae in expresiione ipolu inveiiüir, soiibere licet ^ l«eo 

dp- dp- dpi 

-S^-\—üZ--^ — • Vnde. aeqvatioHum praecedeniem , « et pi et pi tamquam 
solanm pt4.1v Pit»? > • • P«!» 9i* 9»« • • • 9«> fiitcUone» eomUera», *ie exkibere 

Ordo, in quem variabiles q el quae Ha respondent p disposuimus, indicibus 
snbscr^tis indicatnSf prorroa arbilrarius est. Qua de re In fonunla praecedenle 
(/?.) variabiles j;, qi binae qwaeliltel ossp posgunt e iiumcro variabiliuin q. 
et •••9« quaelilipt liaruni variabilium .'ih illis duahus tliversae 

ot cuiuslibol numeri, qui tarnen niiiiUTurii m ^2 superaro non polest. Sla- 
lueiidae aulem sunt a f,-^ divcraae, (|)iun) in forriiula {ß.) suppositum sit 
i<ik ideoque Itater wamant ... m non invenlatur. Habemis 

ifitor theorepa aeqneiu: 

Theorenia II. 

Sinl /j,, . . /»„ eii/gmndi ftincliouex ipsarmi ^, , qj. . . . q„ ut 

expreuio Ptdqi-t-pidq^-\ Vp„dq^ sit differenlialc conip/elutu; st bttuie 

qmdühiU Pi et p, exprimuniur praeter 9,, ... q^ per alku quoidtm 
e quaUUaiAtu p a pt et p« dk>er$a»f pi, p^ ele. quotcmque plaeet, id 
tpmd mfimH» modu Heet, «Uque Uferm^tUnm per parie» mtHiiundme orf 
harne repraeteniationem refenmiiir, erU 

^P; ^Pi Ppi ^Pk 



09, dpi bq^ dp^ 
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Neque riecessariuin esl. ut in theoremale praecedente p, atque pi, easdeni uul 
uundeiu auiaerum quantitatum p coolineant; casus ODim, quo functiu dutaü 
qiia^Mw «mtiBet, eiun araplectitor, quo fimctio aliquas hanim qaaolilalum 
Val OOHDM BOB iBVolvIt. 



T%corematu atütcidetUts demansiraiui directa. 

13. 

Theorema pnecedons fädle etiam diraeta via dedncfs ex aeqiiationibas 

(8p'\ /op,\ 
"^J — K^J' P"™«™ eiiim jirobari potost, in formuia propotüa expre$monem 

md dextrtim iinmuiatam ma$i«r$, n UfermHaS» ieemdum qi, q^,, ... a aw la 

cp. dp^ _ dp; ^Pi \ I dp^ / fiPi\ ^ ^ 5Pi\ ^^^^ 

j _ ^ _ ( j^^^f ^) - '^^i ( ^Jl)^,., 

( o>. Ö(/, Öp^bq^ "'] { dp^\bqj flp^^dq^/ 

Repraesenlcmus enini aequalioniä anlec('denti^ dextrani parleai hoc modo: 

^ 6pj . öpt Y ^, CT», / ö/>, X 

i 'bp Xhqy i bp^ 

subscriplH Ä. iudicando, summam ad oiuoes valores 1, fi^ ... exteodendam 
esse. Erit porro: 

MbMtipta X' limilittr Bonunan iBdicaado ad eosden vaiores Jl, ... «aUendi. 
Hiae prodit 

2 t Öpi i. ÖPi,\dqi/ dpi i. dp^.'^dq^ J » 
i T bp^\bq^ ' l i- bp^Sbq^ ^' 

IndicUius Ä el Ä' quiuu omniao iideo) vaiores conveaianl, a et in diiabus 
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snmniis praecedenlibus inier se commulare licel. Quod si in posteriore faciiiiTO, 
expressio antecedens fil: 

7f f-P^api «Vagi/ ^a?,,/» 

qme est expressio evanescens, quia 

Unde aequalio (1.) comprobata est. 

lam ex aequalione (1) sequilur: 

6p| 6p, 



_ ^Sp,\ dpi . ^P* 

Q. D. E. 

SI loeo » in foramlii (/}.) pomtur alqn« X loco palet e fornialii fliii «ire 
e Iheor. 0., In formulis (a.) ewe p,, p,, . . . IsIm ipsorum (/,. g.. y«, 
^ffif pf+ii • •!»«• fiincÖoiieB, nt inter binu earan ^4, fi locom liabeat aequalio: 

PP, ap, np, ap^ rp, cp, 

+ 



ap» ^Pi ^Pk apt apt ap^ 



ap/^, a^.^, ap^, a«,^^ ap, a^. 

Hmc est relalio, qaa fit, sicati infra vldebimos, vt aeqnatioDes (ja.) simul in- 
tefiwi poMint. 
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Pn Uma «M» modo prtpot^. nmeHoHu, quibm comUmiams ae<iuipm%ai$ ^faao pi 
ft» ft» • • • f» «qwmowiir, otfNmtNWin mmmmmw — g — npmmiMr. 

14. 

Problemt de iiilegnillane eompleta aequalionis dÜBrentialiB partiaKi failw 
«+1 variakfles V, fi, ft, ... f., quae ftmctionem qaaerilam ripflaiii bob 
coiitüwt) lic etiam proponi poteat. 

SH F Ipaamm ^i, f^, ... ftmctio m conslantea A,, A,, . . . A. 
involvens, qaarum nulla per additionem tantmn ei inocla ait; rint j^, . . . jv« 
dilTerenliHlift partialia ipsius V respectivc secunfinm q,. q., . . sumla. 
Qua« differentialia partialia. (fiiiim ipsas conslantes quoque A, , A-.. . . . A. in- 
volvant, vice versa aequari pussunt Ä,, A^, . . . A„ ipsarum ^j, ... o . 
Piy Pi^ ■ ■ Pm functionibns. Sint aequaliones sie inrentae: 

desi||>:nantiba9 ff,, ff,, ... ff,, fnndiones ipsanim ^i, ^j. . . . 9,, /'i, p^^ ■ p . 
a 96 invicem iadependeates et nallam coostantiiini A,, A,, ... A. involventes. 
Quaeritur^ daltt «M ilonm MfMaflPWim gf' 

tad^par« rai fy a m ai— 1. 

InVeitigraiaa aeqoationee coadhicaalea IdMie«, qoibna satisfacere 

SLf ot Ipili ^, ... ^. per 91, 91, ... f. 

ezpnaaia ope aequationam 

Hl sss Alf Ift — k^y Ha = Alf . . . Mm — Ktf 

expraado diftranUalb 

/»irf?! +l»i<*^t+•••+p•rf^- 
au diiTercntiale complelum dV. 

Ponamus in theoreraale II. loco indlrum i. k indirps t, 2, ac loco ill- 
diCBBi l*, omnes reliquos 3, 4, 5, ... m: undc eniilur nequalio: 



(1.) 



^1% öfli ^. ^9« ö/J-^?- 



Sfm 

ff,-A,. ff, = A. 

duae quaelibet ex aequationiims proposilia, quarum ope deterniinenlur pi el 

JwmuA fOr Mktb«inktik Bd. LX. Ucitl. 3 
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Vi findiooes ipsanun p»^ p^, ... p., fi, 9,, ... 9., qotnioi qouÜtatiuD 
i|MM» PitUftkk tMfuÜxa» praeoedent» flmcÜoBw mm npf OBnntur. Samtis 
Müde iptarän pt et /»i differentialibiii pBliditos Mcodw fMBÜtartet illti, 

snbstitaaBtnr in differentialihus Uli«, foae etiam constantes hi et tanrolTiniti 
loco hamm constantium functiones üb aequivalentcs Ht A hi, unde emerf^ent 
eornm valores per quanlitates Pn Pi-, • . . Pm, gti q7i ■ expressi absque 

Ulla constanti k. Quos valores si in acqualionc (1.) substituimus. aequatio 
illa evadere debet idenlica, cum oolla exslare possil aequatio inter quantilaiea 
/»n P11 • • Pm, ?n 92, ■ • « tmtm U S k ai At, A2, . . . A, prorsus lUtm 
aeqwtio identica sU. 

Ad wiMBdm valoree dtfaraidaliuB pailiiliBai ipMunua pi «i ia 
■aqaalioa« (1.) 0alMltta«ido0, aeqeatloBes Ht^ki, ütsA* Mcaadam jb« F«« • • • Pm, 
differaoüenvt. Sial r «I I Uaae qaadibet karam qaa■tiUtlaa^ erlt 

(9p, er dp, dr ' 

mdp oHidp^ __Bat 

öp, ■^"•'^ "sr* 

BHkdp dHkdp, dHk 

'Spt'S^ '^'^ * 

dEt dpt ,dHt dp, dBt 

Unde, mnltiplicatif priaia et ^piarta, aecaada «I tetlia, MtbdacUaqae prodaetis, 



(2.) 



eBidHt_BBidMk 

dt wsr* 



Pwro ex aeqaatioae prion et tertia leqnitiir: 

/cH^f2m_8H^dIh\vp^ ^ dUi dHk dB. PHt 

^ tip, dp, dp^ dpf * dr dp, dr dr dp, 

'vHidHi dH^dHtSdp, dB, dHk düi dHi 



0.) 



\ \öp, dp, dp, dp^ ) dr dpf dr dr d|p, * 



MaUiplicemus aequationem (1.) per 

oHi dHk _ dUi dUk 
* SPt 3p, dp, 

ac ponaam in aefaattoaibva (8.) 91 et 9« loco r, in aequatione (2.) f j, q*, ... 9. 
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loco simulque respedive />j, p«, ... f. loco Quo facto ex aequatione 
(1.) prodit: 

_£Bi&m_SBidBt_ _dBidBk ^ ^ 
Ome Ml «eqniitlo identiet qnaoslla, a coBStaDtibus k promii Uberi. 



15. 

Si in nequntione (;'.) indicibus i et k valorcs omnes Iribnunlur, quos 
indiiere possunU nanciscimur aequationes — | — qoae et ipsae tarnquam 
conditioBi» ipecUiri poismit, ot ttzpreirio 

integrabilis evadat Babetiir eil« attan thaorana iumMai: 

Tbeoreaia IIL 

8M Bt, Sit 9§rhbäkm j^i« j^t fm» fii ft^ f« 

fiUtcHwm ^pißtCtMt^pU tt 99 i$ld^^9lld9$U99f fMMMI Anmw fMwaMaf tf-^t 

«r MfHaljofii6w 

M guibtii ht^ Aat . . « Ab mmI coNilaHfn' üftutruHM ^pavt /laMÜNMi 
Alf Jüjf • . . ifa MM ttfßt^9fri9tf cnNMliir ^paomfli ji^, • • • jp« aalHvi 

f I f fif • • • 9Spr€i9tf 93^tft9it0 

diffcreii'.iale compfetitm ftl. 

Quod est theorenia gravifisimum. 

8» 
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^ 



16. 

Demoutratto direeUi prMoadflolii tli«or«mtlii haee mm dfort. E dif- 
fBranUatiime aeqaitioais 

seoundum qi. facta sequitur, si subscripta k signo suauDationu iDdicamiu, 
Bummam ad valores 1. 2, ... m ipsius A exteodi *) : 



Und» 0Uam imhlpliMlioM per fiMla: 

In qn aeqnitfoiie loeo If poneado ouei cjw TilorM 1, 3, ... m, fit: 

Hude etiun, permtando J7j et Hf, 

k t ö|P|, ^» ^^4.' ellfj, 
Haue aafntioneai delraheiido de antecedente, eam lit ex kypotheii: 

. vH, dB, _^ dB,, » 

rerinutsndi) k et Ar', quippe quibus iidcin valures 1, 2, ... m conveitittnl, ex- 
pressioueiu ad laovaiu sie quoque scrütero licet: 

k k-^^Pk ^h' ^Pk' ^Pk ^' 



*) Snuli nototione aaepto« in •e<{aeotibuB uur, quotics «ab aigno BUBmatorio 
plurea indi« es inveoiantar, qaonun alfi coostantuy «iü, at ito dieam, üiBunantM tuat; 
matoritt porspiciittatia caaaa poatflrioi«8 signo saauiiatorio aobMribaai. 
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Ufide aeqttationera antecedenteni hoc modo repraesentare poMomas: 

rifrite «xtMiditw Muma ad cMÜrimlioies BiiiMimi 1, 2, ... m 

pro ipib k et k' pOModn, rive si ipss k 8ub signo summatorio valorat 
1, 2, ... m—i tribDtmtar, et pro ringolis k ipsis k? valores k+2^ ... m. 

Si io •eqnatuHie praeoedente pro ipaü • et t" bini quilibet e numeris 
Ii 2, ... m poBantw, ermtar cz m acquatioiMfl. la fuilnu ai 

fiianlitatM 

Bt incognitaB consideramus. sunt Bequ^linnes illae respectu harum incognilarum 
Umeate», numerus incognilanuo idem atque acqualionam, et partes coostanteb 
4MIII6S avaaeteenles. Uade ipaae quocjue iacugnitae omuea eruaseaiil, sive 
pro fBolibel ipaoran k 9i M valon Iii 



Q. D. B. 
Mt, Ii 

•ive si 



diiMla via oonpioM potaia- 



iBlBgrabiUt iK, lieri 



öp, cq, vpf ög, " öp„ 

Ceterum, quod in demonstratione antecedente theoreiu»tis Iii adliuc üesiderari 
potesl, ut comprobetur e aequalionibus linearibus: 

Ui qallNii fanütates xji^, incogniU», ipanlUales f partes aequalioauni ooa«^ 
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slanloB desigoant, nullam e reliquis flaere facile variis modb probalur, quam 
«Im «uMMdi a0fMQm«f vt «loMvfi« dgdmlds riae legotio genenliter 
resolvantar. QaM rMolvKo tum demmi iHworia fit, si htbeliir 

indicibas 1, 2, ... » lab ligiio mmuliorio omaiaiodlf pemniatit signisqne 
± |»ro nlione loUi altenunilfk». Haae antan aeqaaHo ipta ast eandflia, nl 
hiter qasnlilataa Ht, IT,, ... H^, fi, ft, ... f. ae^tio locnm habeal, A 
ipaig p prarsus Hbera; quod A ioni, habaralnr eliam intar ipsas ff(, fi, . . . f. 
«I conslantas arhitrarias relalio naqoa ex aaqtationibnB 

oBUiaa pi<, • • Pm* qood supposoimas, at Atnetionea ipaaraai fi, f«, . . . f«, 
daferailnari poiieat 



IVlliMforMafjo ^fMmahtm aequatwtmm qvarum solulione $imult€iua MCmkbm 

$.11 tingnlae pj oblinentur. 

f. 17. 

lam ipsam aggressuri integrationam ravarlamr ad fonnam aeqnationum 
condilionalinm (c) §.11. Diflicultatem rei videmas caaststere in invenienda 
functione quae sinnil nuroero i aeqiiationum difTerentialium pnrlialium Üneariam 
satisfaciat. Sit f funcüo ipsarum j»if»i f«, giy qii ... 9«> 

atque 

ae^atio, qua datanniaalar Amelfo qaaaiha /»{^.t per . . . p^, 

qt* • • ■ 9«» dafigaanla « conalanlam arbilrariaai, quae ipsam fn<M aSeiat. 
DMlganllbiM jr. alfw qaaiiilMt a qaaalilalibaa j»^,, j^j^,, ... f. alqna 
f i. ... fit 

df qp<4i _ _ tf 
(Inda aa^alianaa (er.) mallipUaalaa par in haa abaaal: 
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0 



vp, öf 



'jp, öf 



dp, dt 



!■ Us aequationibi» ccmntointar jii, jn» . . . 



+ 



dpf 



ftmclionM dalM 



binns el pi 

habet relatio, quam sub finem §.13 apposui ; et quaerenda est earundem quan- 
tilatum functio f taiis, quae aeqiutioiiibiis praecedenUbi» simui oidiüImu ideaUce 
MtiflCaciat. 



tktonmm aftHmr «itm a a ni li pa aw fHOf tmpnt üemmud jal^afiaiM a i w aito iw. 

§. 18. 

Non ego hie faDBorabor qaaertioiii geimall, qonido et qiOBodo dualHis 
eoai|iliribifTB aequationUms iBfaniitiafibaa parlialilnu na eademqae fliaetkHM 
aadifieripofaU, sed ad casam proposltum parlicalarem invesUfattoBem resbriagam. 
Qaippe qno praeelaris ati licet artificüs ad integrationem ezpediendan com* 
nradif. Maxinw anteni ras abaolvitur theoremate seqnaBte: 

Theorema IV. 

Sint k, i. qmitbet dieersi e mmeris 1, 2, ... 1; sit tp—f integrale 
tfwdctmque wnm ex aequoHoiubm (d.): 

fPt df öp^ df jPt df 
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_ 5» ^Pi <9» ^ gpi 

^#+1 ^«.+1 ^/+» ^ftM "* ^- 

alfenim rjtisdem aequalionis iniegraie. 

In hoc Iheoremato (ksiguanl pj, ipsarum 91. qi, j,.,.,, ... g„ 

Pf-^tt Pn-it ' • Pm funcUones, qaae saliafaciunl auquaiioni: 



Quae AndioiM li fliiiii *Un praeter f 1 «I f 1 e qnaUMibw 9,, 
ivvAhnnt, eae tOMpitBi qnmititalas oonilnitef eomidemitv. 

Quomodo ope theorematis antecfdentü imiegtaHe tm ut ton ta tmeeedat, osUitdiiur. 

f. 19. 

Ope tfaMfemetii praeeedenlif eic «beohrilw intafralio propoiita. Sfait 
9a > 9L 9i» ^ ftudioMt, ^ proreniiiiri ex eKpreMkne 

fpi df <^Pi öf ^1 _öf_ 

poiiendo loeo ^mooMaive ftwcliones </-, y-, (r'l. .... ite ut generaliler habectBr; 

_ BPx d^t"\ ^1 ^yr'* . ^a Ml!^. 

Sil Jam 9> » A iotegraie quodcnnqne aequationit 



(1.) 



<'P> df dp, dt dp, df 
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eiiint e Ibeorenate IV eüam <f'i, ^i, <p'j\ cet. inlegralia ejusdem aequationis. 
Id quod patet, A in Iheorsnate dUto in locun ipsius <p aliae post alm sub- 
atfUtiinUir fuadiMM ^^'j ^* Sed exstant Imlnniiodo 2(«— i) IntegralHi 
aeqnalioiUd praacedeittis « se invicMD iiidepeiid«Hti« et quoram alind inlegrate 
qnodvis funelio «ne debet, quam fenelioim praelerea etiun «pianlitales fi^ « . . . 9/ 
tarnquam coaslanles ingredi possunl. Sit ifiiliaT prima tendio, quae per 
anlecedenles ^t, 92, ... et ipsaa fj, 9», ... 91 eiqvrimi potesl, index 
fi nomero 2(fli— 0 aot iaferior aat eerte non mi^or. Statoatur, ipsam IT esse 
Awclioneni ipsarmn % y^, ... 9i« 9» • • • 9'« ^li*» 

inteyrale aequationis (1.), qnippe cujas integralia e llieoremate IV. sant 9», 9^, 

9^', ... ipsae vero 9*, f«, ... f j in aeqnatione (1.) pro eonstantibas 

habentur. Sabitttnto Talore f— II In aeqnatione: 



(2.) 



baec aequalio haac induit formam: 

in qua variabiles independentes sunt (p, </>j, yi, . . . ^2" ^\ qi- Cujus 
aequalioniä integraUo jam suppedilal fttuctionem f = U, qaae satisfaciat siuiul 
dnabna aeqnalionibns (1.) el (2.). 

Evenire polest, nt identioe evadat ^ »0, quo easu sine nlteriore in- 
tegratione ipsa fnnctto q>, aequationis (1.) integrale, etiam aequationis (2.) 
integrale babelnr. Si generaUns est ^p^ae, derignante e constantem, erit 

atrittsqne siaial aequationis (1.) et (2.) integrale. 

20. 

Postqnam anlecedentUins nonstratum est, qaomodo functio i7»^in- 

venialur, quae simul duabos aequationibus (1.) et (2.) salisfacit, id quod ope 
tbeoreinalis IV successit, jam ejusdem theorematis ope ex inventa fonctione IT 
adiam deducam V^, quae loco ipsius f po»ita duabus aequationibus Ulis simnl 

Journal fdt Matbeasatik üi. LX. Heitl. 4 
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(»0 



öp, df cp, i)f dp, öf 



satisfacial. 

Enml «du e AeoroDtle lY, siqtdden in eo loco <p ponimns II, atque 
«tatninns 1 — 3, ipsi Ir Taro valores 1 el 2 IrÜNiiiiMis, fanctiones i7/, ... 
rinvl ulriutqne teqnatiimis (1.) et (2.) integrali«. 1^1 proxima ftiaetiOt 
quae per praecedentM i7„ 17/, ... Iljf^*^ et ipsas f«, ... qi exprini 
poteat: mmenn p! nnrau ipanm 2(«i— 0 nperare non potesL Posilo 

deafguanle V ftmcUoneiD ipsan« n, i7,', 77]", . . . Z?/"-», ^j, quam eUtn 
fnantitales 9» 9»^ • • ■ 9. lamqnam conslanles ingredi pofsunt, abU (3.) in haiic: 

(8-.) 0 = -g^/7, + 777j//, +^/7, +...+T;^pn'7, 

Quodcunqtie integrale hujus aequntionis, in qua //, Z?,, /7,' , ... /7]"'~'^, ^, 
sunt varialtiles independentes, suppeditat funclionem quaesilam / = V'^ quae 
sijuol Iribus aequalionibus (1.), (2.), (3.) satisracit. 

Et «ie pergi potest, asque dnm babealur fnncUo / simul onmibiu i 
aeqvationSras (</.) salisftideia. 

21. 

Ex antecedentibus hic fit inlegrntioniim dectirsu«!. quibus onialur funciio 1 
aequalionibus (</.) simul omnibus äntisfacions. Anii' omnia quaereoda erat 
funcUo <f aequationi (1.) salisfaciens. Ouam nolum est baberi, si 

(p =s Constans 

est integrale umni ^praleonque systematis aequalionum differentialiuin vulgarinm 
•e^enlis: 
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Aequatio onim (p - Conslans inlegralo dicilur atqualiomiin difFerenlialium vul- 
garium {u.) bi per eas aequalioiii ätp =0 idenlice salisfiat. Id quod ficri noa 
potMl ttbi aequaiio (1.) idenUee locuin habeaL 

Iuvenil foBoUone ^, ex ea deducanlur fnnelienes 9', <p", . . . y^'"') — 
indieei nibseriptos r^|ido — - «Iqne «q»rinuiliir qp^* per ^, ^, ^, ... 
qwm expmrioBem etten fj, jd, ... fi affieere poamiil tanquan cenatanlei. 
Qoo fecto inveaiUir ftmdlo J7 aefnattoid (3".) sattsfadena, aeqvatio 

H = CoMlaiw 

eat unoBi inlegrale qooilcttiiqae systematts aeqiialionttn differeatialiiin Tulgariaiit 

Sit iptius v»"*' haec expreamo: 

•equilnr ex anlecedealibus, si all 

^C*»' ^' 5^ ' ' ■ ■ "^r^^ Conslans 

«Ulm integrale qvodouifBe ae^iaUoala dilbraitidis vulgaris ^ ordiaia inler 
dnaa variabUes y el fi, 

fieri 

^(7.., 9^, 'f', '/", • . • 
funcUonem /7 quaesilani, quae simul aequationibus (1.) et (2.) salisfadU 

Tertio loeo e ftmetfone 17 dedneaalnr funciiones II', II", . . . XfC''-» 
atque per has et exprimahir n^^^i tH expreasie inventa 
iTü.') « //(" '(y,, /7, 77', /7", ... JlOi'-»»); 
proponalur ae^atlo diffi^enUalb ft"' ordinis inter duas variabiles 77 et 9,: 

cvjvs inlegrale ununi quodcunqae si est 
eat eipeMio 

r(,i,l7,/7',/7",...i70'-») 

4» 
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fnnetio qaaesila qoae rimil Iribos aeqnatioaUms (90i (^0 ••lisfaeit 
id qeod simili dononstraüone liqnet atqoe in fbnctione /7 iBTealifaada dadiarai. 
Fanctioneai V etiam quanlilales f«, y«, ... alfieere posnnl tanqnaai 

conslantcs. 

El sie pergi potfst, usqiie dum habenliir rnnclio f omiiiliu« / ncqualio- 
nil)iis (rf.) 5atisrnriens. Ad (juain inveniendfiiii prinium quod est principale 
erueiidiirn est inlcjjrHlo quodciiiKjiie syslematis afqualinmim difTerenlialium vul- 
garium pritni ordiiiis inter 2(n} — variabilcs, quod locuin lenel unius 
aequationte iater dnas variabilas (3fli— 31)'* ordinis. Deinde condendae snnl 
aliae po9t alias i— 1 aeipiaüonea dliTerentialea vnlfarea iaier duas variabiles 
ordinii ft^, fi'"',.../i*^*, et aiaipalaniaii inveniendnai est nnuai inle^la 
quodennque, qnod formaadae aeqnattoni dliMrenliali imequaati iaservit. NanMri 
aalem /t, /»', ft", ... ^^'^ omaes erant ipso 2(in-I) anl minores ant eerle 
non mijoreB. Si postrenMe aequatfonis intofrale est 

f = 

(lesienaiile a, coiislnnlem arbilrariani, alque ex hac aequalione pelitiir ipslus 
valor per p.^j^ ... p^, 9,, «/,, ... expressus, erit valor ille 

talis. qui oainibus i acquationibus (ct.) §. 11 simul satisfacit. \)uo invento 
etiam , p^, ...p;, quaedatae suppouunlur functioiies ipsarum . p,+j., .../>«> 
gi-, qt-, qmy exprimi possunt per pi^j, /»,^.„ .../>„ 9,, ^j» ■•• ^ 
pergi potest ad inlegralionem rimollaneani inseqaenlis syslemaüs H-i aeqnatlo- 
nam dilTerentialinn parlialinn, qnae ex aeqnalionibvs («.) proveninnt, si 1+1« 
loeo i poniUir, et ci^ns aeqnaliottes singvlae immentm variaUlian «huAm mA- 
lalihns minorem continent. 

Aeqoaüones ditferenUales vulgares inter binas variahiles /(", /("', cet. 
ordinis tamqnani aurifiareg speclari postmnt; dum syslema aequalioniim dif- 
fercnlialiuni vulgariuin (a.), quae sunt primi ordinis, scd inler 2 »1 — f)-fi 
variabilas lamquam principaie considerari polest. Quod System« principale si 
per eiimiualionem variabiliuni omnium praeter duas earumque differenlialia ad 
unam revocas aeqaalionem diOerenUalem inter dnas variakilest aseeidel ea ad 
ordinem 2(ai— i) neqne ad minorem aseendere polest. Ordo aalem aeqaallonis 
eqasris aoxiliarls peodet ab eo, qood fnvenlnm est, inlegraÜ aeqnalionis aaxiliaris 
praecedenlis, et proal hoo vel illnd inTeneria, ordo m^or ant inferior fieri 
polesl, qni iamen ordinem 2(m— «) aeqnalionis prineipaiis nnmquam egredi 
poiest. Quin etiam e niuneris u, u', ... exsistere possunl qui evaneseanl, IIa nt vna 
ant pltthbus ant adeo omnibas inlegrationibus anxiliaribus omnino supersedeatar. 
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InfifroflMMaM, fdOiit Mint yroWMNtfb «oAifio «eeniMiMN wjfltorfw w fwvtfMiiCm 

22. 

8! tolirai negotiini iiide ab iniUo proscqüimnr, Uc eril rel proeeam. 
Da'a pi ul fondioite ipMniiD p^i > • • • • • Im» V*** aequatio 

differeuüaiis partialis proposita reliquüe quaatitates p^, • • • p. ita deter- 
niaaiuiae nmt tamqaam fanciioncs ipsanini f,, f,, ... f., nt evadat expreuia 

Pt^t+piäqt-\-"+p^dq^, 
ipM fM^e #1 pw 9i* 9» • • • f. nprena, differenttala ooaqilatani; «po faelo eril 

V «yip,rf^r,+p,<«j,H h^.<lr->l 

funcUo incognita, aequaliüiii ilifTercntiaii partiali propusilae ssHlisfacieus. 

Condiiar primam sysicma aequationum dilTerenlialiutn vulgariam sequens: 

I^ELss^ ^ ^ 

] ''P, _ <5p, dq, dp, 

(1.) <dir"^' ^ — wr 

Cujus systemalii li aal inlegrala ^nodennfBa 

desiguante conslantem arhilrnriain , ex hac aequalione det&rminatlir pj ut 
foaetio qaandtatuin />4« ... Pm, qi-> • • • 9.« unde etiam pi ut fancUo 
eanmlaH quaatlMnai defamiiari polast Quo fiMto, oondilar gyrtema aeqaa- 
ttoninn dffiBfanlialivn TvIgariuBi leqnena: 

(2.) y dg, ' d?. - ap. ' 



Ciilai ayilanatii ai aal inlagrale 

» Goutana, 
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30 C: G. /. /ac«K INN» MiMoAtf MfiMf. dUjl^rs^ 
fonnantor exprankniM 

oPt dtp dpj^ d^ oy, dtp 

dq, dp, 7*7, dp, ""~dq„ dp^' 

^ Ö^g dp, dq, ßp^ öy, dpm dq» 

dp, dtp' dp, tky dtf^ 

etc. ete. 
oiqne don perveniatar ad funclionem 

dp, cq, dp^ dq, dp^ dq, 

dp, dtp^*^ dp, dtp^^ dp, dtp^-^ 

^ dp, cl^~5ik~ *" Sju "IST' 

quae per antooedenles 9, qt', 9","- fp**^^ el ipsara 9, «^triinl potesl, qnod 
•eniper evenH pro numero /c^2ot— 4. Si expreario ipsfais 9^^' eat 

Itamalw «eqnalio differentiatia ordinia: 

Cnfaia integrale quodconque ai est 

9> -Sgy-» • • • ^f^f ) •«» 

dedgunle eonstaiilmn ariiilrariailt, foraiatnr aeqnatio: 

/i = /i(fi, W y'» V"» • • • V*'-'*) = 
atfve op« aeqnattonnm 

A=»<»i» A = «i • 

exprlmuntur p,, />„ per /»j. . . ;>„ 72, ... q„. Quo Cacto CO»- 
ditur syalema aequaüonum dilTerentialium vulgarium seqnens: 

(8.) /iir-^' rfft"""^' 



_ rf7„ _ ^ dp, 
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Cttias syslemati* intagrale n est 

77 = Cun^tans, 

ninntiiiiR fmcnviiM; 

dpt dn _ öpj^ dn c?/>, a/i 

jp. aiT Bp^ BW ^ dp* 

etc. ete. 
VMfi» dum pervenlatnr ad fimdioneD 

_öp, dm*-» _ ap, a/i<'-'> 
^ Wa ""**aj, ap, * 

qaae per tntecedenles II, n\ n", . . , It^^ et ipsam exprimi potest 
«o^Aente •'^2ai— 6. Qwua ezpree^aeiB etfam tarnquin eautaM ilSeaM 
fdeiL Serlbendo igttur loco W'^ huc escpressimieni: 

JIW(fli, IT, U', ...II<^»>), 
wMm eeqMtlo düerMtialif ordiide: 

(3-.) ^-i7<'.(ft,/7.-g-,...^). 

Criue aefuBenb imegnle aliqnod qeodeoqve li est 

U, = Ceutüis, 

IbnDratsr ftmcämMt 

, a/I, r>. 5/7, , , cp, r-'fl, 
**i ^ — ^ — 1~ — I r 



^q^ cp, oj, (?p« c?* 

gp, aji, _ 

_ on, , dp, dii: dp, du; 

__dp^dn', dp, dn; 

etc. etc. 
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usque dum perveniatur ad funclioiiem //" quae per pracceilentes /7(, /7,', 
77,', ... 77{' el ipsam exprimi polest, rursus existente y' ^ 2b» — 6. 
Qnae exprenrio üt eat 

n'^iq,, /7„ 77., 77.', ... 77^'-") 
conditur aequatio diffcrentialis v"' ordinis: 

cvios annm qna^lur inlegralc quodcimque 

ww «''^i J7, ^ 
derignanle coMtinlem aibilnriun. Ovo iDTenlo fornuitar Mqoatio 

n « A(»., i^i, ni\ . . . » •„ 

«t ope trium aeqiiitfoMin, 

/"i — r = »! r /j = Oj 

exprimuulur p,, p^^ p^ ut funcliones ipsaruni p^^ ... /».^ 9n ■ • • 
Et ita porro. Tolum negotium in bas inlegrationes desinit. Scilicet invenlis 
per methoduni anignatam aeqnatioiibm 

in quibus Oj, a., ... a.„7 sunt conslantes arbitrariae, quarum uiiaquacque 
fnnctiones 

/i+n . • • /—« neque vero allam eas praecedentem /i, /j, . . . ^• 
aflicit, exprimaiitiir ope kämm aeqiistioniiin et aeqaationis differenUalis parllalii 
proposilae pi, pi« ... p^x nt fnnctiones ipflarnm jv«, ^i, fb^ ... f., et pro- 
ponantor aeqnationes 

quae quuui duo integralia habeanl, sit alternni 

^ = Conatans, 

et fomentur fnnctiones 

_ difi' öp, Oif/ vi\ c'i//'^ 

si ^ est fiinetio ipilns ipsammque fj, 9,, ... f«. 
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iatafreliir Mqmlio prini ardinU: 

fi vero v' non est functio ipsws v ipsanimqne f«i ... f;,, etrie erit ^ 
functio ipfiamm yc^ et quanliUitiu» 9^, ... f,^ 

quo cm qnaenlor altenun utegrale aefntioitis diiwenliaUs feeuiÜ ordiait: 

^aibu im lequlioiübas con^denmlur fi, 9«, . . . f. at eouluitea; sit inlegnle 
hniu Tel iUhts «eqnationif 

yr, » ConstaH, 

Mgumte ^1 priore cami ipnnua f,^ yr, poatariora ipaaraai 4^ 

ftuetitHieni, ae reatitBatBr poaleriofe caan ^ laeo ^ ii ftnuttoBa yr,, fao 
facto fornentor mrsas faBotiones 



«nt aal ^\ ipnniai yi, 9s, f«, ... 9« aal, si hoc loaan bm habal, eerte 
Ipearam ^i, y^ti 4^« 9«i • • - 9» fimotio; qaaeratar iaiagrale |iriore 



posteriore caia aeqoationis 



atqalden ia < loco poaitar ipiia f«, f«, . . ^ fa hM iral lUa 
aeqaalidae ooasidwatto at coastaalibiw; ai iatagrale qaaaülaia eil 

yr, = Constaas, 

ae posteriore casa in ^^t loco resUluitar iam siniUi modo e de- 
daeatar functio ^ pwo; pafltreoio ex iaTaata faaoliaaa 

Jvmü tta Mrth—Mtfk Bd.LX. Hrft I. 5 



34 C. G. J. Jacob i, noe« MCfAodH« aetpuU. difenta. pwrÜaU9 primti ordmu int0grmtäi. 

iff^ formeliir ftmctio 

v'.-> = -3^-7-+-^;^ — ^ SiT dp, ' 

fM» Ii Ml ipaaran V^^t 4U^h f* fonctto, fMeralur iategrale aefulUni» 



8ia miDos, formelur adhuc fuucüo 

erit ipsarum V^._j, vl-it fm-i^ 9« functio; in qua si loco V'li-} ponitur 
qnaeratiir intognle «eqnationis diferenlialis secwidi onfinia ^ ^ " ^ «y^^ 
in hae et iU« MqMlioM oonsideraUi f. vt coutaiito; iH intograle quaaiitom 

qao poMrlora casa liMtitaMBdaai ait ^iL-s loco iarignanle «u-t 

conslanlem arbitraiiam; erit inventa fimelione tolam negoliam finilom. 
Seflicat erada ex aefsationUHis 

et ex aequalionu differentiali partiali proposila ipsaruiu pi^ pt, ... valoribtta 
por 9m 92 1 ■ * • 9m expres8is, flt 

Pi «/^i +P2 ä^t-i \-p, dq, 

differentiale exactuin atque 

V = y{pidqi+p,dqt + '--\-p,dq,} 

inlegrale acquationis difTerentialis parlialis proposilae., praeter constanlem ar- 
bitrariuin addilione addendam alias m — 1 conalantes arbitrarias inTolvena 

Syslemalo aequationnm diflerenlialium wlgarimn revocato ad im am 
aaqiHAkNWBi dUPafeatialem Jäter doaa variabilei, ordo iyatemalia aaendum 
kmaa aeqnaü<Mils diffaventiaBa ordinem aeitimetor aive aeemdnni munenioi 
ooiMtaatiam arbitrariamai, qaaa integratio eiva con^ata aeown ÜmtI. lam ai 
aaqaaUmnun düarantleliaai aozUiarivB ayatamata omola ad aaaumm erdlHeai 
aaeeidmit, ad faeai aseeidere poanat, per meUMdaai antecedemfliaa pr»- 

peaUam qaaareadaai eit vbihb integrale ^vodeva^e ''*^*!|""*^ 
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ae^ationiun difefenUaliuai inter duas Yariabiles; et <piidein 

unius '2m — 2}" ordinis 
duarum 2m— i)*^ - 
triuoi (2m ~ 6)" - 

«-1 2*' - 

8ed fyttanatnm aeqoatioiram auiliariun ordo pleromque ■■tto inferior «TtdÜ; 

de re aeeiintiiis dioetnr, m—i eyetenatuiu, quae alia post alia coudimlv 
atqne respeefire (2ei~3)%' (9at~4)^ .•• 3" ordinb auil, riagnlonuB uniim 
integtel» qmumdiam eiee; atqne iaaqper pro aingiilia ayatamatia (aai— 2j)*' 
orÜBis formaid« esse i-i systemala auxiliaria alia post alia, quae ordinea 
(SfK — 2i)'"'" non ex;ceilunl. plerumqiie miiito inferioris orriinis sunt, et ({uorum 
ainguloruai imani integrale investigaiidum est. Methodi hncfpinis notae pos- 
c«bant systematis (2m — 2)" nrdinis inte^^rutioneni completani, quod poäi tinum 
integrale inventum ud ialegrationeni complelaiu aequationis dilTereatialis vul- 
garis iater im» vaiiabOea (2ai— 3)" ordinia redieilw. IMcere aolebait Am- 
lyalae, ae aegnailtonen diffMentidem iMtegmiae, quam ad intepvtieiiae aeqoa» 
liommi differeatialiiui mferiomm ordinimi rednzeriat. Hae mente aequatio 
illa (9»— 8}** ordlidt per a ettod e » a me antecedentibus propositas generalUar 
faitegrata eat, qolppe ad eeqiMtioiiei ordinia (8ai— 4)*' et inferioram ordinun 
redncta. 

Afihir d$ 4moiutrotio»e tJuorematü lY., $• f»^ »äeetdmHa nUtuUtir. 
Dt imanimm ufBraliowaw ÜfinHÜMim. 

SS. 

Demoutrandui reatat dworiNMi IV., qio enalyiia tnteeedena tele 

fanltitvr. Qnam denonslraiionem pudlo altioa repelen. 

SU f lonelio n varialiiüiiu «i, a^, . . . awt proponantar duae cx- 
praeiionae: 

in quibus A,^ . . alqae 0„ Bi, ... sunt datae ipaarum j;«, ... m, 
functioaei qaaecanque. Ipaae 

5* 
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sunt nolationes mere symboiicne, expressionee notanies, qnae poet certas t)pe~ 

rationes circa fanctionem f Iransactes prodeunl; quas operationes primam et 
aecundatu dicam. Subiiciamus expressionem B [/ ] operationi primae ^ (>x- 
pressionem A [/] oporationi secundae et expresäioucs inde prodeuntes atteram 
de altera dedocarous, dico, expretMianem 

AtB[/-]J-B(A[ni 
differenliaUa parliaiia secunda fuHCtiuhvi f höh cotämere, $ed in iptam formam 
redire: 

Htm in altwt eocpreflnone 

evokita mlUpiiealir ^^J^ per AiBi «tfiie ^^'J^^ , ü i eH k ialer ae 

venl ent, per 4f'0ft+^iiB'f; idtera vero exprenrio quem de altera prodeaf, 
A B inter ie penratando qoo ooefficientet Hü neu nolahlBr, es vliiwqae 
eaq^eMioiis dÜRnrenäa tenalnoe iHof prorsvs alrire patel. BnÜBr peno ia 
ae^tfone inventa: 

terminus generalis 



Statuatnr generaliter 

Ua ut sit: 



n BAi gy OAf £ ÖAi 

A«[/] = A£A 



ac simili inedo sil generaliter: 
porro 

B*A'[n - B'[A'[/]L 
A'B»A'[/] = A'[B*A'[/]J, 
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ila vt abÜnMlur ex. gr. exjpressiu 

si funclio f snbjicitur t vicibi» iteratis operalioni primae, expressio proveniens 
k vicibiis iteralis operalioni secundac, expressio proveniens / vicibas iteratis 
nirsus opcrationi primae, expressio proveniens m vicibus iteralis rursua ope* 
ralioni secundae. Iiis posilis supponamus, expressionem 

G = ^.-^+^^+-+^^ 

ÄdÄ; gf 8Ai n dA( 
I — tfi • • • — JO. 

ox, ox^ " ex, 

idendce eTanesott« pro qnolibel • valoro« erit identice, ^iweciui^ ilt 
/ fmielio, 

AB^ ^- BA[/-], 

sive daarum operationum ordo inlcrverü polest. Unde deduci poiest iheorema 
generale expressionem 

B-A'B»A'[/] 

Ad demonstrandam propoiitioneai praeoedenten genoraleB^ obierro, ieri 

B*A[/]-II»-'BA(/] -B*-»AB[/) 
= B»-«BAB[/] «B»-*AB*[/3 
= B*-»B AB*[/] = B»-»AB«[/] 
= B»-*BAB^[r]... « BAB»-*C/] 
-ABW 

Vade 

B* A'[/j = B*A A'-* in =. AB* A*-» if] = AB»A A*"* [/] 
= AAB*A'-'[/] = A'B» A A»-* [/] 
= A'AB'A'-'C/] « A>B*AA'-«[/] . . . 
= A*-*B*A[/] «A'-*AB»[/] = A'B*[/J. 

Hine attan emilnr 

A'B*A'[^ «A'A'BHA] »A*+'B»[/1 «B»A'*»(A] 
B-A'B*A'[/] « B-B» A^^'C/] = B-+» A'+'C/] 



Und« pn^aiilio demonüUanda patat. 
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f. autecedmte imenta aUa tia amfinnatur. 
24. 

lilk» isrentt, Cj ^ 0. pro qnolibei ipsius i vilora, fiori 

ABin - BA[/-} 

bis considerationibus confirmalur. SinI x^, ... x. Functiones duaron 
variritiltiun I et u, quae in ipsa f neque in ipsis Ai, Bt praetarM bm il- 
vadanlnr ezplicile. Qau ftmctiones sapponamw deternifaiari per aeqnattonet: 



(1.) 



Quae Mqmlimies, nt locim habere poarint, fleri debet ^polibel iffins • 
Ttiere: 

Seqeitnr Mtem • (1.): 
unde eliam 

Quae expressiones, quam dUTereutiationum secundum I et • isilHtttarum orie 
inverti posiit, inter se aeqiiles existimt. Qnod est theoMva propositaD. 



Da mm farmulae MeenfM im iiUegraHcm« mtqiial hi um differtnHaUum 



35. 

ÄDtecodentibus erat / fimdio qaaeeuiqiie. • !■■ 
intefrale aequationis 

(1.) 0 - 

aire ease / fltaGttoiien lalen, vt identice habealnr 

lam, «t rmrtus Bi, B,^ ... ß, aunt functiones ipsarum X|, Xj, ... x. taUr 



Digitizod by Gl 



CL OL /. /a««6i, MM amMw offMf. üitnmt. 



■f pro quollt tpntM i «•Jbrv, Mimfjee <tf 

o=c, = ^.|^+.«.^+...+^|* 

- dA, p 0.4. „ dAi 

«egMlMT e propotüione äemon$lrala, etiam ftmftionem 

BOT - B,^+B,§.+...+B.^ 

MM «MfunfHMKf (1.) mtegralcy $ive genenlim»- fkneUottem B"[/']. Quippe 
fwd ttt iat, idcnliee «Me d«b«t 

AB-rr] - 0. 

M qaam aiol qMnlililn = 0, fit identice 

AB"[/-] = B-A[^], 
quae exprMsio identice eTweecit, quum ez hypothe« ezpresaio A[/] idealico 
evanescat. 

Fieri potesl, ul expressio 6[/J et ipsa idenlicc evanescat sive constanti 
•equalis evadat. Qnod vero si locum non habet, cognitis ipsis ß^^ 
• flOTit lotegraU aefulioiiis (1.) tp=f attenmi fp = B[f] dedni potest, ex 
koc, poaito novo inlegrali in loaun prioiis, twttam ^aB^jy] «t {|a porro. Sed 
eonstet neqnationem (1.) plan quam n— 1 inlegratta non habere • se 
kabemas proposilionem, 
H pro ipwtk iptku i volare §U 

-^•■357 '"5^ *-15Jr' 

0 - .4,^+^^+...+^^ - Alf}, 

kOor fMcUonM f, B|;^], B'[/], . . . ^*[f] mam «elphret aequoümm 
4ori, qoo9 ip$oe Ci, m», ... mm iogredbaUor. 



B tUfHOiiones problematis proposili applieaHo. 
txfre$notu* [qr, v] concemetu. 

26. 

lam ipsis i4|, ... A,, ßi, B^. ... B„ vaiores quoadam tribuamoa 
porÜDilares^ quibus It, at expreaiioiiM oamw ijMdeni fimeHonia evndant 



Digitized by Google 



40 G, J, Jacobi, «MM methodwi atfiuU. d^mal. fmHak$ primi 

dUreronlialM partialia. Ouui deinle axprenioium ti tVMMscen 
etiam Ij/mm Ci pro onuribiu ipsins I valoribiM «▼»nMCuiit, qan est conditio 
reqoifila. Initio auten gcneraliorem |Nropodli<meiii condam. In Ibieai pro- 
poBltnni pono 

n — 2m, 

atque in loco variabilium indupenäeuliuiii Xi, x,, ... inlroduce systema 
dnplnc variabiliiuD 

ffll fl» • • • 9mt 
Pli P»^ • • • P'i 



alque sUUao: 



•II: 



Hi» poaUis» fit 



aifnidoni t snb rigno ^ valores 1, 2, ... ai tribuntnr. laai nt 
Aldi aigw» S ovadant differenliaBa partialia «jaadoM «zpveiiionis, 



nnde 
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Unde etiam permataiido A ei B, ^ 9i y; &t: 
Ideoqae 

' ™ 7C * 



p 0l f » «Mde itowl ipimstari debcnt il et il', j9 et ■mUrtnr 
etiam Cf in G/. Unde foimula pimoedeos luppedital pemiitiido p et q: 

DetigHobo sequenlibus per [f, (p] expressionem sequentem : 

df df d<f df dqp 

unde eril 

Qttft inbrodieta notaUone ia« erit |»ro Us, qaet ]|Niie Ai, Ai, i?» ^} valorae 
trilMdiina: 

Am = [Ay], 
B[/l = [Av^], 
ABm =^ [[/•,./'].</']. 

Porro 

ttnibitt substiloUa valoribus fit 
Unde landem foruiula üupra inveiita 

AB[/-]-BA[n = ein 

in baue «bit: 

[CA V], y]~C/, vi» Vi « v3»/l» 

qnae coadnnias sie exhibelur: 
sive habetar: 

M. IX Hcftl. 6 
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Theorem« V. 

QmenMter dengnehir, qmneetmqiie tint R etS ipmnmqi, 9«, . . . fm» 
Fl» I**» • • ' P" M^ctume», per »ignum [ß, 8] kaec expremo: 

TR 8t — L,^!'^ , öR dS 

_ ÖÄ dS _^dR 88 dR dS 

fHMtatttr 

ert^ identiee: 
Qilod est gravissimam theorema. 

De jyitaMte aefualMMMm 4iferti^%€ilium tulgarium, quod aequationi [f, ^] :s 0 
reqMKrf^ de ciMfM ferlto uiMgraU « Um» qnibiulibel meemieitdo, 

27. 

Sit f dala functio, erit aequalio 

aequatio dÜTercntinliä partialis, cui functio (f saÜBfacere debet. Atque notua 
est, oblineri omnes fnnctiones q> aequaHonl 



0 = [A.]=^^H-^^+-+^^ 

_ df df öjp vf 



satisfacientes, si qnaenmUir inlegraUa systanatia aeqnalioniUD differailiaUai 
vulgarium aeqnentis: 

flfp, : dp, : •■• : dp^ : dq, : dqj : ••■ : dq^ = 
(2.) öf . df ._.of_, J}J . df_, ^^ df_ 

Qaotiet Mim Mm systematis aeqnätiQBimi difwratialinm vulgarium inlegnito 
^pHMloiiiiqne «st 

9 » Const., 

erit 9 fonclio aeqnadoni (1.) saÜaflMdeiif. lam lit 

V » COMlt 

altarnm integrale fuodcaiMitte aeqnationuin (3.), erit identies: 
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äT» d Boliliöiim f. tülMedeilii adhibllui nirm «Attenm: 

!fr=0, * = 0. 

Hoc mtem casu aequaUo tdentica theoremate V. proposita in hanc abit: 

Unde seqaitur, aequationum (2.) integrale qiioque es«e 

F=[y, = Consl.; 



Theorem« VI. 

ip = Const. , ^ — Ckmet. 

~- : 'J- : ••• : ^-t- : — -5— : — -js— : ••• : — 
etil aeqttatio: 



^Pi ^ It ^Pt ^9t ^P- ö?- 

lerlNim integrale emtdem aeqmUioium differeiUialwm vulgorium tystematit. 

jmMcirfuÜama avM üwr a we f. Mlseadirafe propoMttum, 

88. 

AateeedeBtibm evenire potMt, vt Amclio [9«^] in ^uanliMeB «on- 
live genenHui bi ipearam 9 et ^ fladioiieB abeat» quo caaa e dnobiif 
intefnfikit imrentis lertiara ralu«e quam theorenale praecedenie Iii4ieaivi 
wiratv. Sed observo, hos casus tantnm ut excepüonales considerandOT 
Ganeraliter dicere debeaius e dwtbtu mtegrotUm» mtpuMomm: 

dqt : dgt:..,:äq^i dpg : 4^ : . . . : 1^. - 

ÖV du Oü öU du 

op, ' c*p, dp„' i-q, • r'jq, dg^ 

deduci potse per solat differenliatiOHe« tertntm, ex hoc combmato cum dmbvs 
propotiH* qtuKrbm et q tmlnm , ete. Mo., ato «f e 4aH$ dbofra» mtegrcdibtu 
9fentimu$ difmrm^Miimk per pari» oaiete dedneml mr propo^ 
difereMeliwm e t dg mrkm egetemtOk nUegrtdki. Sefficet, ai aequ- 

6* 
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44 C. Q, J. Jaeobi, nova $iulhodtu ae^L different. part%ale$ prim* orimi» mtegrandi. 

lionan pnqpoilttrai intograliti, fuonun munanif 9W'->1, laM Mal: 

designanlibas ai, tij^ ... Ot^t conslantes arbilrarias, qaae ipsas fancUontf^ 
«I, «2, ... non ingredimitiir, erit exprasrfo geMnM» dnonun tetegraHnB: 

6 («,, tt], ... t^^,) = Const., 

Ac, Biai AmetioBibiw 9, Og formae fOMdam ptrÜeidarM eoneOianlar, Semper 
eveniet, ot ex bis dnolnis iBtegraiilnis 

S = Const, 0t » CoBsl. 

per molhodum Iheoreraale praecedente propositam identidem pepetitam cuncta 
inlegralia proveniant. Ac reapse hcmper infinilis modis bina ejusmodi inte» 
gralia, 9 sx Const, 6^» Const, assignare licet, e quibus per operalloBeil pro- 
poaitas cuicta rtXUpm derivtri possmt Id ^piod oo n^wis nonsiili est,, qoam 
WYtUmM aefnalidBun fifereirtniiiim Yalgarinni profMm Htm osl, eniiw 
integralio BOtam soppedilat muneri eiMflkel pinielonini matariaHui, qiue 
Tiiibtts qvlbnseanquc altractionnm sen repulsionam sollicitantur, ac praeterea 
quihnsciinque conditionibus subiecla sunt. Ad theoremata antecedentia V. el VI. 
pcrveni necessitale (jnadam corcIus. dum inquirerein, qiiinain sit acquationum 
(a.) §.11 habilns et quaenatn composilio, quibus eveniat, ut omnibus simul 
una eademque fanclione pi^i salisfacere liceat. Nam hoc fieri posse aliunde 
eonstabat, quam satis notam esset, extare funclionem V aeqaatioui differentiali 
partiali propositae nlisfadentem, quae ai^l efmslaBtes aildlnrias iaTolTak, 
mde eUaii patobal, inYenM poase praeter aeqnallonein Ülam propositun alias 
n— 1 aofnatfones inter quantilatos fi, fi, ... q^, pi, pi« ••>p«» tolidea 
eoBSlantes arbitrarias involventes. Hinc rursus conclvdla, Semper dari ftmetionem 
Pm aequalionibus (o.) omnibos simul satisfacientcm eamqae continere poase 
conslantem arbilrariam. Inquirens nulrm in cnnditiones possibililalip eiusmodi 
inlegrationis pimullanpae quuni ad theorerna fundamenlale VI. delap.su.s essem, 
ingenuc fateor, liieorenia illud mc per aliquod tenipus pro invenlo plane novo 
babuisse. Quid eoim magis miram fingi potest ac paene fidem superaas, quam 
qaod inde seqaUnr et mox 'viddiimos, Im aawi rt a s pnMtmttMmi mwhmtltit, im 
qmlnu eirto o^aarMMi cofisereAlfo Isen» koket, gemermitUr e thi^m d»- 
legnMm pnteter pri ae ^ p k m ilh$d kmmlk rafipw obmw e fa f e «fls ttUmiore 
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MtftwNpM Imtm ki fo&mt Hoe dieoreiui qmnodo notan «mdiam, «pmai i» 
mllo T^Mtata Hedundeo, te mvllo Tnelata Aodytieo, In ^ de tetofnÜOM 
•eqnatioBiiiii differenlialfaui agitv, repMial», qmm tanea aU«|ae tanquan 
flumnram Calenii Integralis inventum circumferri deberet. Attamen invemam 
illud — ipso nescio auctoro dicam? - inde ab annis novem el viginli *) fa<4oin 
est ah ill. Poiston, quippo quod prorsu? idem est atque propositio illa, in forniulis 
eius perturbatoriis , quibus (iiITerentialia elementorum pertarbatonim lineariter 
exprimantur per diffefentialia partialia funciioDis periurbatricis respecta elemen» 
ioru aanda, «oefllaffliileB per qaoa AliM«tttialia illa partidia fuMlioiiis per- 
toriMliicto nall^eanlar, al qaoraai ffmnalio eaden atqie axprosdonttai [ip, yi} 
a yiro ill* fnivaaUi aal, a teaipara t llbaroe esse stva solaniai elaiaeiitoraffl 
eaae ftmctionat. Qaae propositio vix pro nova el memombiii tuAebator; mm 
qnnm forinalae perturbaloriae iMgranglafUte el Poktommae aliae aliaram in* 
versae sint et quum de suis rormiilis iii. La^mnge tarn coefficientium a tempore 
independentiam dcmonslrassel, res sponle de PoisRonicmi$ formiilis pnlebnt seu 
certe malhematicis nihil habere videbalur, quod admiratioiiem movere possil. 
Sdlicet sola fonoatio differentialiam elenentomm perturbalorum carabatur, el 
quam firnndaa Id^frtmgiaHae enm in inam aonniodiores oenaeranlar, fimaniaa 
Pi tl$ umkHme al propoiitto illa stapaada noaniai ul proptar deaunutralionia 
difteallataM nanoraUlea obilar dtabanivr. tpaaltum ado« anscapit, pro- 

positionam illam per se examinare, nnHo ad Iheoriam pertorbattonum respecta 
babito, quod si quis fecisset, fugere eum non potuisset, quanUun sil eius in 
tractando tmperiurbato problemate momentum, eamque esse totius Mecbanicae 
Analyticae gravissimam propositionem cuius analoga per tolum Calculum In- 
tegralem non extat. Iii. Lagrange dum in Mecb. Anal. (Vol. II, sect. VIII, art. 6) 
memorat, in fonaalia partnbalorfia Pokumkmit toMäta^ dilBreBtlalinB 
f artialinBi fanetionia perlarbatridi a lamporo indepandanlaa aaia^ «lad danH»» 
atrafio diroata« addtt, „bnlBa proprialalia dagalaris Ii pardüleilia, nll Tidaro 
licet in pnldu« cammantattoBe CI. FoiMatt inaerta tono VID DiarH Sabalaa 
Polytechnicae, ac nemo unqnam fortasse eam quaesitam iviBiat, 
atasset de verilate haiua Ibeoraaiati»*'. Videaini ipaum 




*) Commentatio citata Incem vidit menae Deoambri aimi 1809; an de iam com- 
aenUtioDem, qnam legis, rab finem anni 1888 icriptam Mse conjicii. Qood etiam cum 
conBentaneuin ett, quod formolarum quanindam in faac cummcntatione traditarom 
in aota mentio fit »ab die 21"° maoua NoTambns anni 1838 cum AcAdania adentianui 

Or. flnrn f. 70. C 
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M mpiealmn quänn esw, qiM ait id, qaod n rem tbeoreiM ringoiara nddat. 
Habenms hic pniedanun «cemph«, niii ■ain« prmfonuta ffart prdbtonMte, 

fieii posse, ut vel ante oculos posiUi gnivinAm isvenla non yideamus. For- 
mavernt ill. Pnisnon c hinis integralibus per difTerentiationes partiales coeflicieDles 
formulHruni. quibu» clemenlorum pcrlurbnloniin difTerentialia exprimunlur, eosque 
a lempore liberos esse docuit. Sed quiitn iiniini malheniiUiroruin loli in for- 
mulas perturbatorias intenli es»t>nt, iiuius inventi id tanium ut memorabiie 
Bolabatur, eoefRdmlm fonnolaiiiB perturbatorianm • tempore non pendere, 
■Ol id Mlto nitfis adatraUle, e binif iategnlibai per dÜBrentfatkniM partidM 
fornari poM» eaqmMriontn tertinn « teaipore nmi pesdenlfln. Cvininodl 
UUMNI eupraiiio generaliter esl tcrUani integnde. Putabatur e« propoiitio nihil 
mvfi suppedilare nitra Lagrangitma inventa, quam proposilionis iMgran^omae, 
qua« tainquam aequivatens considerabatur. in iniprrturhsto prohlenintf^ omnino 
nullu» usus sit, nisi quod, Uli ipse autor ciusmodi usum circumspiciens innuit, 
eins propoaitionis ope examinare iiceat, an inveniae expressiones coordinataruin 
per eleinenta et teaipos ioelae sint. At proposilio, ad quam dilTerenUalia 
aleM«nloraB pertMukrtonun direele qnaerens pervoaU ilL FotMO«, raamd no- 
ncnll «st in iBtafamUa ipaif praUenatia inpermriiatt imagraUhia, dque taniqiiani 
fludanaato aapenlnien conlliigil diMNriinii plane naram imegraüo^ pro- 
frienatnai medtanioonai, in qaHnit prhidpiwn eouaiTtfionis viriun vivaroai 
Tatet, ac generalius omnium proMematuni, qaao ad integrationem aequationia 
dilTerenÜalis parlialis prinii urdinis revucuri pus^unt. ad qua« demonslrari polest 
etiani problemata üoperimelrica maxime generaJia pertiriere. Kt quamvis fero 
totum hoc opuscalnm illo innitatur fundamealo ac maxime versetur in enucleandis 
proprieiatilNif innetiomm [(f , vJ, qvae lartlnB inlegrale formatiini e duoboa 
propoiitia aira eoeücientaa faranlamni pertnrkaloriaram ab HL Fatoon tradi- 
tamm anppaditanl: tanan longa aboiaa «redo, nl amnia «zbaoriat, qaae §x 
hoe fönte in integrationem aeqMatkMnun dlftrantialinai igmmiiemrm redondaro 
poaaint, iiUM» pluinui gravisairaa caras poateriores exspectant. 

Ooura nmnibus casibns et utile sit nec ele^anlia oareal^ propositiones 
omnes ad iiieray identilates revocart*. theorema VI. laniquam Corollarium de- 
duxi de aequalione idenlica novu et simplicissima. quam Iheoremate V pro- 
posui el quae ad alias quoque quaesUones usui esse potesl. Reverliniur ad 
propoflitan. 
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DemoNitralio theoremalü IV. 
29. 

Es ttevraMls VI. dedveaaim Uieoraiiia IV., qaod demonstratu pro- 
poiitain ert, 6l ^uo bot« methoduB aostra «ofMlioiieB dMTerentiales partislet 
prini onüiiis inler mmenui qnomcaiiqiM vuiabHiwn iatograndl irniit^tnr. 

Docet Ihconoia VI., ü idontteo alt; 

[A*»]=o, [Av] = o, 

fore etinn ideoliee 

[/;['/. V']) - 0. 

Unde etiani permatandü <f f sequitnr, si iticnticc sU 
fore eliam 

[», er, v]J « 0. 

DüigBantilN» « et A blnoi qiioiciiiiqiio e nmneris 1, 3, S, . . . • ialer 
80 diYonoi, flialiiuMis, fimotionein f 0 vaiMbililraa f 1, • qi, fi, jh« • . . 
tantam coMtisore duM ac prtetore« AmotioBi 9 adhue lerfnumm 

fimctioiii y tamtniiai — j>i odditione iunctom osm, IIa vt rit: 



Hine erit 
(1.) 



^„^. . 0, 

op, OPi «^Pl 



0/ a/" d<f> df öa> öf 



^ ^pTTi^«,,, «^p.,, ög.^, 5^: 



(2.) 

porro 

(3.) 



£y,/']» [V',/'J, \*f,f] 
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▼■loriln» lubilittttis, docet propoaitio praeced«», Awjw— Ittt ^ tt ^ fofa» 

dip fitp axp d(f' dtp dip 6tp 

ÖF öy ÖF ÖF 

/bre eifreaMonem 

«iMtfnii M^iMi/ioiili flltenMi tnfei^fwle. Quud est theorema IV., siquideoi I0M 
9 «t ^ seriUlnr j»« et atque 9> loco K Undt iun, quae denoattrmda 
leslabant, demonatrala simf. 



Quum anlecedentia forma quarta COHdiiioHum tHtegrabilitotis itmitaniur, tarn ut 
probkma «oHti r «Jfomtw eonifofiir, rsrfilHr ad fwmmm pH mtm. 

30. 

Methode inlegralionis propositae diiacidaüones addam. 

Sit 

designanle « couUmten, aeqnatio differaiUalit partialifl propoält; inveiitae 
nmt pw netkodam propositaiii aequatfonet 

• qvlbns propotitae iuncüs, defeminandae eranl f 1, fa» « • • F> ipearm 
fit fzt ■ . • 9« faactioiief. Eratque 
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f AuMlIo ^iMnim f,, p,, p,, /»4» f-, ?ij 

/i Aaetto ipMumm «, ^, p„ p«, f., f„ 91, 

/i liuMtio ipamn a, «1, ji», ji«, ^„ f„ ft« 

/i hiclio ipMraB a, •„ «1, ^4, j»«, fi, 4^, 



'* 9m» 



/:._, functio ipsaram a, a,, ... a,_,, p«. 7,, 

QiuMlilatei «t« «i« • • • «U-i nm^ constamtes ariiilraria«, • eM eoMtant dala, 
qaani nallitali aaqu^araf» Heel, quam tauen nniformitalif gratia comarvo. 
Dctominalia ex aaimtiattibas 

ipsis /y, , />.,, ... p, per p, .1, p,t?i - ■ • . Vi« 9?« • • 7-, functio /i nuinero t 
aequalionum [d.) §.17 identice salisfaciebtit. uiide etiam functiu ^,4^1. e.v aequa- 
tione fi - Oi expressa per pi+j, /i,^.,, . . . p^, ^i, 9,, ... 9., satisfaciebat i 
M^tioiiilia (a.) S- At ai o|pe aaquttonin 

noa |»„ . . . pi per rdiqiiae ^titatea f j.^, , . 
fed, faemadiBodaa in Ifceoreaiale L 6 factam eil, e 

J^H Pi-> Pii • • • Pmt y»» 9»» . • • 9m 

vnaqaaeque per inseqnentes exhii>elur. Ha ut ex aeqaatione f=a exprimator 
pi per p;, Pj elc, c /"i = «i exprimalur p, per p,, p4 elc. , e /", -- ex- 
primatur p^ per p^, etc.: tum vidimus initio huius conuneolationis numeramt 
aequalionum («.} ciim totidem convenire sequentibas: 



i 



9m, 



0 » 



+ 



+1 



4 



ÖP« t'fi 

''Pi_^Pm 



4--+ 



«3p, ^.+1 



0 = - 



^Pf ^P,+. ^P, ^P.vi . 

^P,+i ^.+1 «^»i+j 



B4.LX. firfll. 
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Qqm nst iptf« MfiatioDei! (a.) i» Ikeorenato L propositae, alqniden in 
IhfMWMMle iUo •Miiltiir alqie loco i raeeeahre ponmUir auuii 

1,2,8,...!, B qtähju ipris ae^lionilMt (•.) fla|ii« MfralioiiM (a.) te- 
dnelM mat 



iHlrtdiietiM fmuettoiiibu$ f, <piae im MtuH one pr M tm aS k wbug t Xa» amiUuitibUM 

31. 

XvlUplieeniiM I aequliones praecedenlM per 



3. ^'f 



Sf, elf, 



alque sola in eas diflerenlialia pHrtialin runctiotium f,fi^ f.^ ... f, inlrodDcamos, 
quod per aequationcs f—a, /". a, . ~Oj, ... ft^^Oi licei. Quo f«©lO 
induent aequationes praecedenles baiic foraaDi: 



0 = 



ör. J5 



•+ 



0 



dp. 



Omni fluMliraM fnantilato* fi« jvif • • • |»| Bon involTtnl, ka» aeqnalioMt 
omet Ib eandem form« Mtgera lieel Mfaenlen: 
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0» 



df <^ft 



df ^f^ , 



+ 



df oft 



3/;. a/;^, a/, 



TenniBi enim qui, ut eadem forma aequalionutn omniam sit, addendi 
sna sponte uvanescunt. E notattone «nteeedentibiu proponta tefsattonep prte- 
cedentes sie exhibentur: 

(a"'.) o^[/;,/-]. ü-LA.A], o^t/-,,/-,], ... 0 = [/i,/,_J. 
Goiuideremas uuaoi aequalionum praccudeiUiuoi: 

in qua k qui'incunque e iiunioris 0. 1 , 2, ... i — 1 desi^nal. Desigiiaule i» 
unum c! numoris 0, 1, ... 1, conlinehit sivu altera sivo utraque fuaclio 
fi, fk coaälutUcm a.. Cuius in locuni si poaiuia» functionem coastaati ilH 
Mfafvalwlen, aliit expressio [f,, ^j in haue: 



qran e^reaiio Mscedeii 



dir öö~f^"' ^"^ 



sponte evanescal. Sed ex aeqiiationibus [a'".) el e sysleniale aequationuni, 
quae ipsum systeoia aequalionum {a'".) antecedunt, sive ad minores ipsius i 
valores pertinent, aequRv: 

Er., A3««. [/J,/:]=o. 

U«dle vltava, aMpialkipeM 

[A,A] = 0 

eandem formam retinere, si in formandis differentialibus partialibus runcUonum 
(tt fi in locum coostanU» alicuiiis a», quam futctionea iUa» iavolTanl, fiuMlio 
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ae4uivulens subsütuilur Si » uoas e Bomeris ... i— 1, altera 

fmetio fi constoiileBi mm continet, quo igitur cara in demomlnitfoBe prae- 

cedente ponendam est — 0^ sive tormini in molliplicaU rejiciendi. 

Pronw eadon ratioae demonslratar, aefOttioMOi 

immutalam inanere, si in altera Tuoctiunuin fi, fi relineatur a,, in altera in 
locum eius fuacUo /*. sabslituator. 

81 eodaai noio enn rdiipii oonatantikw aiUlrariia agis, qaaa ümotimM 
ft9 fi teTohnnt, Miels propoaHioMB gmmnkm: atqtmtkm» 

«Aue 9alere, n im altera tmt im mlraque fmctiome fi, fi amte düfferemHaÜomm 
partiales imstiluemda» im locum mm» Del pluritm tel omm«m eomUamtimm ar&^- 

Irariarnm, quas rontinent. funrliones aeqtiiealente* tubttituamtw, »eu generaliut^ 
qtiascvnque mutatwjn's fitnctiune* f, fn ante differentiatioHe» partialejt facta» 
auxilio aequationum f= a, A Oj, ... = a._i tubeamt. Quae propositio 
etiam e theoremale II. $.12 doivari potuisset 

B forma allaia aequatima f. i4 \Hi, Bi\ = 0 denuo obtineniur. ^ßittmm UiquaHtmum 
äifenmlialimm mlfmrimm, emtu arquatiome» Bi =s Camtt. nmt la ft fra f i«. 

Si in aequationibni 

f^a, ft=- «• , • • I = «—I 

e quaque functione /} ope aequationum 

f=a. ^ =^ a, , f^^ai, ... /)_, = o,_, 
couätantes a, a, , Oj, ... a,_iv quas fi continet, eliminantur atque funcUo inde 
proveniens vocator 

obtineniis aefnationes 

H^O, ^iSS«!, ügSOi, ... if^Äfl^, 

in qtibas Hi sunt funclionep ipsarum pi^ Pi-> ... fi, f^, . . . abafi» 
■Iiis ooi»lan4ilias arbitrarils. Pro illis antem functioBibna aa^MllMM 

[//,,//,! 0 

identicae evaderc debent, quum expressio aü laevam nnllam constantem arbitrariam 
conttneal. {)ms aequationes supra $. 14. iam dedi, ubi Hi, kj loco ^{-i, a^i 
feriptnm eral. Adbibilis fiiDdioniba« H proporilio ttteeedttif ric emociari potaats 



Digitized by Google 



C ff. HO— ufta*» «H—l. aglirmiL partUk» jrinri wrdM» w fcjr wtf . 58 



wüere aequationem 

fUMMHfMe «oHoMfiM» fi, ^, 0fr. 0 fimeHm^ Ht, ojie aeqwUiamm 
a, Hi = ai^ — amte diferenlialioitet pmHalm ifutÜMnim 

eiiminatae »int, twe fmtem^m wmttMomtt opehanm iuftuHemim fi m elk me» 

Hi, Hl sttbierint. 
Ex aequationibus 

L//,tf,] = 0, IH,H,] = 0, ... [tf,/y._,] = o 
sequitur, aequationes 

H=9, Mi^Mtj BfBsOt^ . . . Hat^i^ßm-'t 

«tse M integndia systeatli« aeqnaflomoi dURorMtiidiain vulfarinn: 

da ea^^ ^ _ ojff _ , . _ ^'^ 

in quibus // uadeni est functio, qaam supra / vocavi. Unde etiani aequationes 

f ~a, fi = a„ /i = o,, ... /«-i^a».!, 
quo com aequtioiiibss Ulif ooaTesiimt, tanquoi lystemi m Mqu^ionam üi- 
tognliui syitemalii ae^mdlomB dUTerMttaUwB ndfariim pnecedenliB «oa- 
•idarnri poesunt. Sed fiwn systema hoc hab««t 8«— 1 integralUi, restat nl 
raliqäa m—i iadaganlar. Snm in fiaan abaerra seqaenlia. 

Sftitmatu aeguatimum d^ermtiaHm» vutgarUm propotiH rrJiqua mlegraSa 

<lltHrifMlllllfWfi 

83. 

Aequatianea f=a, A = ... f^^,^a.,-, sive aaqfntloiiaa ÄsBa^ 
Hi — a^^ Hj — a,, ... J7«.i = au-i üa formatac sunt, ut, expraasis eaimn baaa- 
fida ipsw pi<, Ptt pm per fi, 7?, . . 9«, oxpressio 

p,dqi-\-p:dq,^ \-p,dq^ 

evadat dillercntiale complelum. Valorei» illi ipsarum fi, piy ... Pm pnetar 
variabiies 91, 9], - . 9. adhne laTohmal eaaataBlaai • at eanaUnilaa arbilrarias 
«1, «ht ... aui. Saeandaai «pianiai anaa mt, ri cxpretrioaeni 

diffaraaliaBMia, pradibit ezpraaria 

quaa el ipsa differenliale compietoin esse debet. iam vero ex aequationa 
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Mt ■aqmtfo dilbraiitUdii partialis proposila, sequitar diisffeiitltiMio 
eudnm 

Unde ex aeqpiatioiiilN» differentialibus vulgaribus propositis 
deducere possuinus aequationem: 

in q«t Mt ezpraMio «d laevam dUTefenltale oonpleliim. Qn> lalegnto fOriUi- 
qve in locnm ipsiu valoribus «Jus c«, «ii . . . «ki-i« prodraat m-1 lat^grali« 
Bovii quaeflita: 

in qnibus mnl 6„ ft-, • . • ■ cunslaiUos novae arbilrariae. 

Systema apqualionum difTerentialium vnignrium ila proposiloiu esl, at 
difTerentialia variabilium daiis ijuanlilatibus exialanl pruportionalia. Fingalur 
difTcrenlialH auxiliare dl, cuius ope quanlilales proportionalei «mdanl inier se 
aequales, uude systema propositom fit: 

Hincfil ^ . ;i„ 

- pa "^öp. da ^ ^öp. da »"•* 

AI differenliando aequationem proposilam /" = a secundum a prodU: 
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unde aequatio antecedens abil in seqaentem: 

cniw p«w ad faMVUi mI diffeniiUale eacaotanu ffiae Tldran« «t qaulilai 
mxOfaris f obifaiealiir ptr soIm qvMlratm, mhi eise neeeeiariun, ut mniee 
fwuilitatet pa* f*« • • • J»«> 9ii • ' • 9« P^r mui ex eanim annero «k- 
liriniaiiler, alqDe Ion es «na aequattoiraai dHRnwitialioiii properileniai, ex. fr. 
ex aefnatioee 

valor ipsius / per quadraUiram erualür, sed expressis fa^ • • . p. ope 
aequationum f = a, a^^ ... /...i » 0«^ per fr» • • - f«y habari I 
per aeqaalionem 

Sb qna b aet noTa eoDSlana arUtraria. 

JJe aniecedenttbu* tkeoretna conditur. Detigmtis iliit fwae daiderabamiur inte^aMmt 
pm-ri^h^rtet = a a ^ to aiaa üj» ^0 «»*^ la*wartr. 

34. 

Si F elf MegnOß eeqmUmh älferenOalit peMb pnporilae, 

ti^ln ft» • • • fa> Pl^ P»* • • • P«) = •> 

favfe Awoiiftr per aegaof toaem 

^ ~ f {firf^fi+fjrf^iH l-f»-</9-|, 

tB qiM p,, ... ope ae^fwUiottim ^ = a,, = a,, , . , = 

9m 9if • • • 9« earpreiaBe mhiI^ ileaf hUegndbt aeguatiomm üft rmMb m 

tutgarmm jq, _ öf^ dq, _ df ^ ^ £L 

dt"- Cp,' 'W- ••• H 3t» 

tff ~ ^» « ~ • • * dt 

koe modo reprmeiemtare, 

vY &V SV 
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m pdim ih^ • • • ^-i« ^, Äi, . . . tmä 2m 9omkmlt§ mrbi 

Iranae. Und« intafralio oompifll« ett. 

TlMorenii praMedott graviMiuHiiii, ian ottn a na dtauNuIntiin, 
anpUfioatio ^Sm theoraiMlif ab ilL BmmiHim invratt, qw» prinw aaqaalioiMS 

differentiales vulgares dynamicas ad aeqaatfoiea differentialcs partialei reroearvit. 
Sed ilie binas simul adhibuH aequaliones differenliale« partiales, quo praeter 

necessitHlem problema inlricabatur. Eratque eo tempore integratio ncqnntioiiis 
diiTerentiaJis partialis f—a problema multo difficilius et quod rnulto plures 
postulabat integrationes quam inlegratio systematis aequationuni differentiaiiuoi 
volgariom, quae simul sunt aequaliones differentiales dynaraicae 

Qua de re lom temporis vir iil. mnlto magia aequalioaum differenüalium par- 
tlaUm inlegratioiMn qun dyMnicaa pronoviMe wrirtiiwdM eral. Naqne 
Toro viri illostria merilo dcrogaliini Mfa toIo. SonuBOB «ain videlw qiwM 
in omni ideatia tarn in aialyii aalhonalico mzw nova« patafacfua Inter eo, 
fBBo niEo ▼inenlo yrtiAultn coBiwMla. 

StelMoiiw, doflignoBle I wum qaemttbel • Bunarto 0» 1, 2, . . . m—U 

et quemadmodum supra (§. 32?) supposilum est, e fmctkmo /S^^ prodire fanctio^ 
nem H,_i. si in funcHnne illa loco constantinm a, . . . a;_j, quas 

continet, ponanlur fiinctiones - //, /f,, Ä,, . . ila iam supponamus, o 

fnnclionibus Z*,!! prodire funclionesÄ;!_j, si loco conslantium o, «, , o,, . . . o,_,, 
quas conUnent, ponanlur respecUve fanctiones H, //., ... //..|, iia ui 
OUiB m AoMlioMs Äi', fli', . , . iC-i «tal ipMnun g„ ^, . . . 9., /»n /»a, • • . pm 
ftmelloMa, eonstaitoa e, «i, . . . tL^ man ooiittMilef. Deiignul(kw i, k 
Umm qwNdiliet 0 »imoriB Q, 1, 3, . . . ai~l, orat UmH» 

[««JSrj -0; 

iam valorem eiqpreMionnm 

iiToaligemus. 

Ac primum observo, iu expressione illa loco poni posae functio- 
nem fi, e qua H', oblinetur ponendo loco a, a,, o,, ... a,. , functiones f, 
fu fit ■•• fm-i- Etenim, si eandem substitulionem facimus, postquam ex- 
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iones [i/o Ali ^* *" 3^ formatae «not, «fe»l>ce fit, Bicuti d 
apranioiif [JI^,Ä«] üuU« tefiilw: 

UAda, 6aqpre86ionibu8 

{Hi,H], [H.,H,], £iri,ilL-J 
idenlic« evanesoeatibis, fpun innper fiinctio /« miIm ft,^,...f.,fl^fli,... ou-i 
MfM quntitalet JHt contineat: 

«"^pT^l^^^^Tfi^ dp« "Sil"!' 

Uwle kabetiir 



g|qnM«ai io AucÜoim ITi ia loeam Tariabiliun ^i, jh, . . . ji. ad formaiidiin 

dB, 

üiHrcnlfal« pflrtltle -^-^ ndMiluBlir Mnn valonf, qii olrtJnaiiliir « 



•100 «ri( «0RlfM [JTj, lf«]»«0, ^MOlie» < e< » dSwerai' mmI, offne »-1, 
«Ii»*. 

alÜMt ad yalcnraf M^renionain 

frimm obterro, haboi p«r «aaden consideralioiies, qnibns aBtacedantibm 
wA imiif, 

//,] ^- [//,,/•.!. 

eamque aequationem idonticam ficri, si posl formalam exprossionem [//,, 
in ea loco ipsarum a, a,, a,, . . . a.., restiluamus functiones H, //,.... ^,.|. 
Qood si in fine operationum sigitis nostris indicatarum efficimus, fit identicc: 



porro anteoadaalikiu vidinvA, si < et dWersI sin!, fieri: 

A] « 0: 

M.LX. B«lll. 8 
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lo mtom [/;^ m BihfluB aUt, quin aeque fi neqae f^ qaantilalM 
piy P»^ fm coBtiDeant; mde, «i • et ialer w diTtrai mt, fli 

AefMtio tntftiii TJif/, /fi] = 0, ei t — sponte pat«t. Jam igitmr aequaUMmm 

di Op^ » rft — öp. ' * ' ' « ap.' 

If • ^» tff ü^' 4ii 5^ 

2m hUegraHa inventa 

f=H=a, H,=ai^ H: = a,^ ... //._, = a.^,, 
H'^-b + t, Hl==b,, H,--b,, ... Ä.^, = 6.., 

tfa coffij>ara/a ntMi^ h< tribuendo ip*i$ i et k valore» 1, 2, 3, ... idemÜcetU: 

0e $i i et k itUer «e dwerti sunt, 
detiique 

Quae sunt propositiones in tbeoria oustra fwtäamentaieM. 



De mod^kotione formularum praecedentium, fiio opvx ext, xi funetio f tj 
oartafrttaw I, quae tupra tanquam auxUiarit spectabaiur. 

35. 

Suppoäuiuius, iu äystemate aequalioiuim prupositarum: 

' dt ip. ' * ^» 

funclioncui /' ipsas tauluiii 9,, q,^ ... q»» Pi^ Pi: neque quanlitatem I 

continm. Sed facile isle camis, qno / etiun < cfmliBet, ad praeeedentan 
rerocatiur. SUAmmnf enim in pTMeedealibw vwtabilllNiB 91, ■ • 9. ac- 
cedere variabilen ^ and» posito 

4!Üam statuendum erit: 

(2.) dY = udt+p^dq,-^p,dqt+--^Pmäq^- 
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Infiuper in aeqiulione «Üffereatiali partiali proposUa loco / BcribaUir u-rf, ita 
Qt tmimi ill«: 

(3.) u-hf^a sive -^«-/'-f a •), 

functione f involveiilc ipsam / neque vnro ipsain «. His slatutis iDutatiooibns 
formulac propositae aponte ad ca«im patant, f ipsam t iavolvit. Nam 
qmuu' Sit 

du — m — ="5r» 

aequaliones dilTercntiniei« vulgares, quarum integi-alionein vidimus $§. 32, 33 
pendere ab integratione aequationis diiTcrenlialis partialis proposilae, hae evadunt: 
dt : dq, : dg^ : ... : dq^ : du : dpi : dp^ : äp^ s 

qaae «MdleB sunt alque aeqnatioiies (l.), accedente, si placet, aequatione 

(40 -W " S- 
PniBtor «equAfonen pcopoiitaai w+^a« rini 

(5.) A = /■-=«»- 

intagralia aeqnaUommi (1.) per methodmi a na oapra proposhan iadafaada. 
B qnibiiB ipaae u, pt, ^, ... ^« par t, q^, f,, ... 9« ila datorainaatar, m Hat 

mttt+pidqf\'p»äq,A hp.^. 

axpreisio iatagrabUia. Nameraa aequationum (5.) aaitate audor oat atqae in 
faaeatiaaibaa praaeadantibaa, quam Tariabilibas indepeDdeotibai f«, ft, ... 
accaMarit aova Tariabilia (. A« per ragvlaia praaaofiptaai artt intagnla 

qeodcunqae aeqoaHonam (1.); Itt qaibus quuni neque u neque constans a ob- 
veniat, etiam fg neque n neque a conlinebit, idemque valcbit de fuacüonibaa 

Ai fj-> "' fm- Qaaruin /"/eril funclio ipsarum ;>,, p,^,, ... p„ t, y„ y,, ... 7., 
a,, Ol, . . . fl,_i. Si in loco a, restiluimus funclionem /",, prodeal f^ — H^'^ 
si in loco at, ai restituiinus junclioaed , H^^ prodeat f^ — Hi^ et ita porro. 
Unde ganaralitar fit Hi funclio ipsarum ... p^, t, q,., q:^, . . . a 

oaaalantibna arbilrariis vacua, quae ope aequaUonum /*( =a, , /*} = Oi , . . . fi_i — a,_i 

*) CoMtoatam • per totam diaquiNtioaem aequantam etiam =0 pmara lieat 
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ipsi f, aequaiis evadit. In locan igitor aequalioaam (5.) h«e qao^e adhiberi 
poMont: 

qwM et ^it «nat ■■fnalioBiH (1.) tategnlia, Inventfi ae^alknibw (5.) 
MffWiqii» op» «spraMif A . . . ^. p«r ^mbOMm I, ft« fb« • - IL» 

«b« • >• «U* hebflHtnr e §. 84 nliqiMi fartegfdia ««^Mtiimui (1.): 



Mganttlnui fti, ^9 • * ' ^« noyat eoe«tMtes iriiitmin. 
Aeqmlio, qm» e §. 84 addi potect, 

■ST = 

bic mere identica evadil; nam qnum expressiones ipsarum f, p^^ p^^ ... 
coDStantem a non contineant, atqn« lit «s«—/, eroiraiu differeaUaEdo (3.) 
lecMiiduiii a et integrando: 

quod «efnlioiieii pvMoedenteiii iponte wippoditat. 

OY 3K 

8i ta fbncHoitibiis -rr- , , . . . -— loco Ipsaram o,, ... «, 

Ca, da, (ja^ ^ ' ' " 

ponimus funcliones //,. ... //„ functiones inde prodeuntes vocemas rursos 
//;, //],... Tum, pro bis funcHonibus sicuti sapra, Talebmit aequaUonw 

81 qnidem notatioae 

Semper defignaima expraMknieiB 
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Qaamqaam eoim casu, quem hic considerarons., variabiiibus 
fi, jj, ... q^f pi^ pi, ... />, 



ud0 videri poiNt, aequationibus pracMdeatilms accedere debere temiaoa e 
differentiatione seeundum has variabiles prormiratM: mtUo lamen modo ia 
formaodis expresnonibus 

[^„W,], [H,,H,u W,H,] 
opus est, Dt habeamus respectuui ad variulHlem / funttiones //^^ Hi afTicientem 
atque etiam respectu buius diiTcrentiHtiones parliales iustiluamus. Nam quuni fiin- 
cttones Hiy Hi non contineanl ipsam ti, evanescunt termini, qui addendi forenl, 

dH. öB^ dHt i)H, 
dt ~5m dt' öu » 



6t du dt du ^ 
dB; c?tf; ÖB^ ob; 
dt ou dt du 



Si ponitur 
•oUt «nnMioiiAM 

termini aceedimt proTenimitM e AfferenUatione reifeeln ipMuram i, « iulltitt. 
Habetur eniiiH fum f ipsani • bob iBTolTat, 

SM 4 

IST * 

nade leratoi addemU valom obÜneBt 



dir SMi dBi dB _ dB) 

^niT dt "35 " 5r- 

~ht du t.'t du " dl ' 

linde sequilur: 

Qnae forraalae etiam inde deducnntur, quod sint aeqnatiooes 
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iiitograU« aequaliomHii differMtfadkuB proposilaruio, 
ita mt, avbtttUiat hif aeqiMliMribM» identtM M 




^■04 fonmiu jpnwoedenlee Mqip«ditat. Si fUiämM «naloftam aoMkiiiit 




■ment aeqmlkiiMi 

fiflii functiones W, H-,, Hl ipBun « non kvolyiit, ideoqma tenniiii tddflndi 
«rmeseut. Quod altiaet ad expreü^ionem 

observo eam evanescere, quia W niiltam contineat variabtUan 

f»» • • • J-u JHt • • ■ 

86 d unicaia /. 

86. 

In fonmun ae^ntioiiiim dflforentlalfaim valgariun proposilanui 

df _ öf 

dt ~e57' ^ 
«aqialioiiaa differeatialaa dynanioni revooari pdna onnibiiB carikoe, fdlma 
principium niniaiae aetiolia sive principium conservationis virium vivaram locani 

habeat, primu?, qnantum scio, ill. Hamilton ducuil. Adstruain primum formulaa 
dynainicas <;enerflies Lagrangianas cx iisqu« deiude formulas propositas deducani. 
Propoiiantur n puncla materialia, qtiorum massae m,, ... m,,- sint 
Sii *i coordinatae orthogonales puncti, cuius massa m^,- ac sollicitetar 
pndnm fllnd taeamdin diraoltOMa axfaHB ooordlBalanim viribaa Xi, Y,, Zi, 
9mA proUenata Bachanioa, ^hw Ue caaiidanniia et pro quilna dieta pikH 
vrieiil, «a, In faftot axfratrio 

Xai,(J[^i+r,%,+«da,}, 
«xtansa ad omnta n oorpoi«, «sl differanliale coDi|dclain. Cniai intafrala ü 
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voc«tiir ü, erunt aeqaationes differeotiales dynamicae contentae hac ae^piaÜOM 

symbolica 



«i MliiM debet per Tirfalionef «ium virtaalet Jy^^ Js,-, sivo p«r 
vwMioiiM eomtttioMf mn tubmüM^ qnibw » pnnctai luAariaUa BobtoeUi mt. 
Id qnod donit olia ill. Ugrui§9 oomkiDudo prineipiani iüMer« coni 
prindpio TdoeftMan Tirtndhoi. Posllo 



'^'-«' 

Hl aequtio Uli symboliM: 

fuae, posila semissi virium vivarum 
iie ettMi MprMMBtari yoleit: 

SMimdo U+T^^R, hm» aefaalioBMn ila «ihibauns: 

=- 5 , 

id qnod li«el, firon U qauiliWM f »\ oiuiiio noa ooBtineal. 
8» qmalitalM ^, f i> «t pw « dias quanÜMes fi, f^« . . . sHqne ronos 



ÜHile fVolMliir exprasn etiam R per f,, 9,, ... ^j, . ^ Sari: 
Habetur enim 



M C /. JmeM, nota m Jloi w aegamL ätftrmit. j Mrtl a lw pHmi jrüwfc iMk§ r m i L 

•^'1-35^.*'*' ^ 



At fUMI llt 

•rU 

uiide 



3«' 5jr. . by. djf. d*i d%. 

«ML Hab«int igilar, eifrun Jl per aovM fuatlMM f 

*JI- 3j = 



81 « cit wuMtw MfnltoBUi emiditiouliiiB, qolbn 811 ' 
debent, Serf debet m aut = 9m-n mA > 8«— «r. 81 ai»3il— itrigBanto 
1^ muiMnim poiitiTm, habetur inier ^aantitates qi,qiy...q» Bameras r aeqnilio- 

num conditionalium, nnde totidem emer^nt inter variationes J^i. Sq^^ ... dq^ 
aequationes conditionales. Ac primum quidem, existente m 'Sn-Ti, quanlitales 
9, . 72 , . . . y„ a se invicem iudependenles sunt ideoque variationes dq^ , fT^, , ... öq, 
prorsus arbitrariae. Hoc igitar casu ex aequatione praecedenti symbolica ho« 
tnil MqieliQ«ni difereiriialiiin gfOrnn: 



.dR .dR rfi« 

SR _ "sq; dR _ " g^; dR ^y. 

■Sft ~ dt ' 3fc ~ dt ' • • ' 5fr * dt 
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Hac forma aequatiunes differentiales dynamicae iam in editione prima Medumieae 
LagnMgkmae proposilM mvaihiiitiir. 

F^ma MamUtomana aequiMamm dynamicamm derwahKri fmw «um tyntmate tupn 
MMMBrafs cemgnril, Tkeonma VI. de tertio itUegrah e buih fH^mliUt m 

4^>plicatur in agttema dj/namieum. 

37. 

At ill. Pcmom bi ImidaliMima coauMatatioie da VmriaUom 
(Jound de l*Eoole Polyt Cah.XV) loeo qnanlitatm ^i, . . . aliai in 
fonndas dynanieu introduxit, 

dJI dR dB 

Quibns ipsis variabilibus adhibiüs in iocum functionis R iU. UamUton novam 
inUrodtudl funclionem: 

QoB AuctiOM per fi, ft, . . . f«, f^i • . • j». eoipreiMi, lU ii»d hn 



oqi--^<Jqz ^f^^m. 



EvaDMoit enim expreseio 

Pi<^qi+ pi^q'i-\ — h Pm^q'm 

Ezpnaiio ipaii» ^.ff iBTNtf« iam nppeAM differenUalia partialia ftuictionis H 
aeeindna aavaa Yaridrilaa smta aeqveiti«: 

SM I dM I öH 

BH ÖR öff__dJI dB __dR 

Qoibus Taloribus siibslitulis, vico versa Ii 0 functioae // obtinetur per fomulamt 

dE , da . , 8H „ 
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iMtrodoelii Ifilir qouÜMibu ft^ ft» • • • f.* ftjP»^ • • • ^ YiriakOIbag, 
aeq«tlio inTeiite vynbolic« im liaee vnÜSXx 

Facta irariaüone et differratiaüone et subatilutis Yaloribiif 

, dB 

▼Mdt ia acfiattmiis iNraeeedenlia ntnifae pari« mfnmUo 
qua r^eda, hanc luneiflcimnr fonnulam: 



(1.) 



Si m^ftm-^n, deiigiiaiite n smianiBi aafaatloiiimi ecwdhioiiaHwa, faibw 
coomünatae panctanm naterialiaai aatlaraoen 4efc«at> qaanlltates ^j, fk, . .. f« 

a ie ianricem prorsns indepaniantes sant, earaioque yarialiones ^^i, (T^^, . . (fq^ 
omnes arbilrariae. Qoo casa ex (1.) flauitt aeqiiationes dil 
in variaUUbus 9,, q^, ... qma ptt Pm exhibtlae: 



(8.) 



dB _ dq, SB 4^ 9B Jju 



Qua fonui prians ill. AHafltaii aa^aatioaes d^fnamen «xUMl, aaqaa panw 

finde eonunofi in Haehaaloatt Anahrtieam rednndaaw axisUnio. Obaerraverat 

4a. • 

iMB L 81. Fioimo», vderaa ipaanun -^^it far faantilalas fr, ^1 



IIa wasfKMM aasa, at haliealar 

(Journal de TEcole Polyt. Gab. XV, pag. 275), quae ad ßnem sibi propoBitaa 
anfficiebant formnlae. E formulis (2.) statim etiam sequentes flannt; 

dp, 

riqaidea mrsas p't = poaimaa. 
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Forma Hamilloniana aoquationom differentialium dynamicarain eadem 
est alqne aystematis aeqnatioamn difierentialium vulgaiioin, caioa ialogratiooem 
0apra docui $$. 33, 84. 

8i in aeqnaüone mpn (§. 86 (1.)) probate 

tai loeu ipMwmv imi, 9qi liiml ponimiu 4» 9i» *i> fij food lieel, 

qnnm' M^pnlionet eondittonalM niff «umtiir ipwn I noa inTolver«, efoinnij: 

^\ dR , . SR , ^ cR ,\ ~.öR . 

VwAo aabttilato Talore il»7+I(; qn» rit 

dR dT , BR ST . an BT • , 

notit: 

Ib ^fUetliaiiibw igUnr tA igmamkam. 6ft flmdio H IfA Tr-U mfuUa, od« 



= A, 

in qua k est coastana arbilraria, est ipsa aequalio cotuervatwttem virium twanm 



Doeat Omwmm VL sapra prolMmi, il habentnr aeiMrtldiiai (3.) dno 
dto lHagnlift qneonfae 

In qoibus a et 6 sant coiulantefl arlutnunae ipm 9 et V •■■''■^ .idOdm^Pf inde 
gMMnliter dednd integrale Bovom: 

^ > « •i.l — dxf> dtp dy, ^<p d\p 

cly Qyp dtp dyt 

'MKf9Kitur probkma de expressionc [qp, v] maiorent rart(i6i/tun IHHMnM 
fgiübe»da, initr qua» aequationet comdiHoimtei datae nmL 

38. 

Quam propter rei utilitatem tum propter egregiam eius di/ficultalem tum 
fliitccurate examtnare iavat, qoaecunqne apeclant ad expressionem [^^Y^J tantis 

9» 
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proprietatibas fmdenten, biTMl%abo Ue expraMtoaeiii, qnoDi indHit [dp, y/], ai 
in Ml loco qnntilatnn jr,, f^, . . . « ae ind^MidaittiiB fujÜUiuntir 8« 
dinalae »t, ft, »t, qoie datii CM^mibiii qadbiioni^ 'Mlia 
rire gmmXbu introducitur maior namenis variabiliam ... S,,, inter 

qais numerus (/ — m relationum locum habent. In hoc problcmate rappOHÜlDV 
ipns 4jp et y ut functiones ipsarum ^i, . . . et quantitatam 

dat« «WS, Mf«e Ipfiiis [y, v*] «K|irMsio tevesiigaida taUf eaie McC, ut wMm 
in ea inveniaator qmnliMM, ad qBarum formationem ettdeiidam dilM «aie 

debeni relationes, quibns qnanlitates f,, c^, ... I„ et 7,, ^j, ... aliae 
per alias detemiinantur, ita ut in forniula investiganda nulla variabiiimi 
9i4 9ii • • • 9- vestigia remaneant. lam problena accaratias exponan. 
Problema propositom hoc est: 

Snl inter fi quanlitates , f,, ... §^ aatae aequaiionet 
BUtcfo ft—m, 

F = 0, * = 0, 6lc., 
mde etiam intar ipsas ^, , S^-» ^'f haltaitnr aeqnatfoBM 

-ST" — T5¥-fi + -:är-fiH r-35r"«*i ^ "1 



QniiiD iater ft qaantilaloB Ig, lt, ... data« lint /»— * MfUdknMf 
ditionales, exprimi possnnt quanlilales Ülae per m qnaatitatev fi, fh, . . . • 
te Invicen indepandenlaa. Und« posito 

fi « 

«qpriml eüan poMiml piaatiMtaa fi', ... i'^ per g., f,, ... §», «l« fi« ... 
ope fomlann 

Sit etiam R functio quaecunque ipsarum ^i, ... Ii, Si, . • • 
politoffiie 
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exprimatiir 1/per ^i, $21 ■ ■ • ^i-, ^^i-, • - • qua expresBione differentiata 
reqMettre MOOMhan fj, f j, ... sequitnr ex «nalytl iapni InidlUi tIm 
TMM oMneri fiantttates Ipalf £1,^, ... 6}, aefnda«, aive fleii 

Uiide oognita «oqireMionc illa ipafais H, imbebir «aipffeHrio ipsiiit It par Ii , . . . 
V|, t%, . . . Ofe fomuila» 

Substilutis iam expressiunibus ipsarum £^ per 9,, qjy . . . atque 

expressionibuB ipsarum $2, ... 1^ per 91, ^i, . . . 9.^ 91, fi, ... q'^, ex- 
Um«!» it per hu 3*1 qnntilateB; qno ÜMto dttmoiftratar prarMi ««iMi 
Mtiow «tqM fonmda (1.) f. 86 denonilnla ert, Iumc •aqoatio: 

Unde expressa R per q., f,^ . . . q^, g't, fi« ••• fä* fonctio IT per Midm 
goaBtitatef sie exhibetur: 

«friiMlBr Bf» 9«, ^, ... fj, f.; qo» expresiione dIfferMtiata 

seeondum p,. p,, ... p^, vice versa obÜMBtv qaanlttatef ^pato fi« ... fi, 
■afaales nve babentnr aeqoaüonas 

Unie arR 

dB , cff , . 5ff „ 

Bis positis sint 9, y/ binae tünd&ctu» qmaeeuitque ipsarum f,, ^, ... 
In ^7 . • • qwbM expresris per q,, ... ^f., 9,, 91, ... 9. ae 
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ope aeqnatfoiMiM 

_ dR _ dR dR 

fiidefli exycMiit p«r 91, fk« ... f.., pi, J^i . . . fbrnetiir expreMk» 

1-9'» 09, 6p. ' ö?, 6/., '^""^Öq^ dp^ 
dtf dtp dtp dy> d^ d\p 

FoMtioBM 9, y fllini per quatttitate» fi, jt« • • • Vi« t^i • * ■ %. eiUberi 
fomuiL QaOiiis oogaitii ejqpreialoidlnM,. ^piMfibur: 

„Arffe ftjyrgwtoaifttit Iriw» fimeÜommB, 9, y yer ywaiiiigBft» fe, fe, ... g^, 

F=0, * = 0, etc., 
neque tero cognitis relationibvs , quibm quantilate» ||, I2, . . per 
aüaf mdependeiUea q^i • • • 9« detenmnemimr, iMemire wtiorem ex> 



Qiod Ml .proUMM propcMilafli. 

39. 

Expositioni probloinatis antecedentis has addam dilucidationcs. Qaanli- 
tatum |„ 1;, fi, <f, expressiones per ^f,, . . . 9«, p., p^, . . . /». 
sollt prorsus determiuatae, siinulac relationes datae sunt, quarum ope ad- 
vocatü . aequaüottibus F=0, ^ = 0, ... qaanlilates ^1, ... S^, per 91, 
f,, . . . 9. ezbiberi pognnL At «qprafMoMf l^pnran qi, p„ i„ R, B, q>, yr 
pw jt« Sß, 1^« ... ope teqMllMNiii F=0, #»^0, ... •! 
fn» «K Ua diflbnirtiatiom dIdhMiinlnr, vnHi nodii iunrtari panm. Afumt 
prinom de detennlnatione qmtilatum v,- per ipsas St> €t atque de fomurtiaiia 
fanctionis ff per ipsas i/| exprimenda. Qua in re proficisci drtanns a 
AuelioBe R, qaae «rat Auotio qoaecunque ipiamm f^, Porilo 

^ 'ST*'*'^ ^ ^ 
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R adiU possunt expressiones . . . F'^ . . . per foctore« 

«Ulnurlof l, f^, ... Ml« nmIttplIcatM, qiappe quae e^qprMrionet OK 
hypolhcii «ml evaMioeBtes. Et maadoie diwÜngiMiiMlmn «ril, n ipil Jl mU 
Icmini iF+/«^+'»9 « «Um tamiai itF'+fii^+*** «ddwtiir. Ntn im 
priore Talom ipMmin 

promf iidMi BaiMt, tra potfa» «Bu Bon paHutar mlatiinei, niii qnod fit 
taradai ta ftmcdoMS «meMeBles . . . miH^ilicali acecdaBL Uide «tfioi 
YiM V6fM «zpranioiies ipswim St «tvie ftmctioniiin R, H fv ^nanlitalM 

{i, Vf nonnisi easdem mnUrtkHMi sobeunt, scilicet termini per quanütales 
millipUcati iis accedunt neque vero termini in F', <fi', ... ductL 

At longo secos evenit, si functioni R eüam termini ^iF'+/«i^'-t*«** 
addautur. Et fonctio quidem 



Bed quBtitalei vi non tantim 
■■taknl, mI aUm adeo vnlores niunericos induBot Qoipf« fM« «fttari 

omisns terminis evane&cenlibus: 

d« N allaB fimui ftmolionia H per IfMt v# mpioiwi iBu MUre 

debet mulalioiHHr pneter accessom fundionum emwcettUttl», fmm valor ipsias 
immatatog manere debeal, dam quanliUiies t^i, v,, ... v^y qnae functionem ff 
iagredioBtori alios valores induant. Ut mutationes accoraUus indiceni, sit 
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liBt porro t/1 quantitales, in quas ipsae t/,- abeunt, si loco R ponitor 

R + AF4- /** -i h F' + ."i *' H 

Ttai «rfl 
fom fwäta 

» f • • • 

■bit tai exywM ioB iia 

omisfis quanlilriftw M nmloo dejlnwuttbui 

■^pe Ib toniim frino ff looo ipmu poaity viloribas tf— QiObw 
adhibilis expressimdbif si» mvlto lefotio imrenitir, ^od feri Mal, 

dE* dB _ ^ 

fom», f«un oniM wlwui^ tenctioiiM Mwwdui t^f dÜBNolittM eymicMl, 

L'nde rctjecUs tenninis se rnnttto destruentibuB, prodit formal« denoiutranda: 

BF dB 



quBo valol pro quolibei indicia t valore. Apposai aatecedenlia, q[aainqti«m ad 
proposiü problemalis lolvtioBMi mm Mca— i tia, aiarti innui, ad 
rai; pront mIb ail Ib hac ^■BaattoM ad arcoras via. 



Digitized by Google 



a 0. /. Jaeobi, nova tnethoäu» atqueu. different. pttrMu prtmi ontim$ fli% iwili. 78 

Etiam funciiones ip el y, wiia nodSi nmtari posnat «ddendo fig tor- 

niBos in F, * , . . . F , . . raoltipliotlos, siv» aje.« 
quintur, per quanlitates v;, addendo terminos mvlIipUcatos in F, *, ... A^B 
•i<midem per yl, . . . designanius valores jpnmm 
tates 5j, Vi exhibitos, scilicet expressiones, 

••»... 

Quae expressiones quum evanescere dobeant, sunt A ~{), ßsai^ .. 
tiones condilionales. quae inier ipsas c,, t.-,- locum huhent. 

Aole oiiuiia beae tenendum est, e vnriid quidcm forrnis, quas fanctlo A 
peraequatioiMsF^O, * = 0, .../." = 0, </>' ^ 0, .. . induere potest, quara- 
eoaqu eligi poase; sed hne eleota alque ralione praescripta inde deducUs 
•^preaioBilNw ipm« vt per fwmatafee S„ ^ atqve fiuictionls U per quanü- 
tatee fi, v„ nipfoBi, «cpraMionee per ae^nationet fUas non demio mvtaiL 
Aliofii enim is infinilos enoree deltbereainr. 



Eaqn-€sHo$»um «HonifanfM fonuOio mi cfoorKm ttmmanm ifttmmaiiümam i 

40 

Adstroam priraum aequaliones, quibus quantilales i^, determinantar per 
ipeas }, et siquideni data est expressio funclionis H per ipsas ii et i/| 
■t^w fticpranieaes qnanthafiiin ^f, per ipsas g, . Habemus 

ideoque 

(hnun habeatnr 

^ ~ 

in expreMiooe ^riw per qnanUtates gi, 9; ipia 9; tanhun Uneariter 
«Heult atqse in dncta, It: 



3ft - 

Bd.I.X. Htftt. 
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Qma Tero positua 



dJI . OÄ ^ 



ae^iatio f r m tct im» sie repVMMBlari potert: 

(1.) t/,c?|,+f,Jff,-t •• -i-f,<^?^ Pi'^^i+pi<Jfi-i i-P-<^f. 

h ae<fmitioBe 1.1 vurialiones Jf,, ^Tgi, pror?«s arbitrariae 

iaier vamtiooes J^^* «'^f ■ luii»CBt coo^itioMs: 

Qw 4e re ^MmÜMcs fute f>«r v.-, fcd aoa quaatitilii «fe f 




'■'■I ^'L <3S- 



C<^m» •«ffnationibas 1.; el 2.), «pübas qaantiUte« 
eedMM« «4 rorsatiooea propoMlaa txf n m k wn f^Witif [y , p« »pg» > »>« 
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Fit 

^ '"'^ 'n, j_ a«, , . e<f ai„ 



apf 



Hü duabw expresMonibiis miilUplicaUs habetur valor ipsius « fuo 

peffnutando 9 M Talor ipslns ^ |^ pradit; qvlM» subductis, habelor valor 



d<f> at/* f?r;p <9i^ 

e quo, tribuendo ipsi • vdorea 1, 2, ... « et «naaMlo, ptodtt ejqpresaio 
iprins [9>>v] soquenf: 

(3.) 

h ^ expresnoM iiib sigio fanunalorio Irilvwiidl waA IniUeibiw k ^ tl 
vaimrM 1, 8, ... i», atqse indid i Vilores 1« 2, ... m. Samman portariorMn 
ate qnoqne cochibera licet: 

bn pro qnibiislibet datis voloribos ipsanin k ei if iavoillgoiMU valorNi 
aimpUc 



In qaibof annrif aon Ipaao Vj, t/^, . . . led tantnn dlffBrantfaUa oomi 
portfalia aeeoMdni qoaottlatoa pt, fi ranrta invontiutar. lan fuaeraa, quo- 
«Odo Udoo auHiao per iolaa Ii, ^, . . . 1«,, vi, t^, ... eiMbaoaliir. 

10» 
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41. 

Binit ijiMiitttates Sg pronas detenninalae Amcttohes qMunm qi; mjb 
«tn I« muore siiil munero ipsii 9« «piae per iHai esqprwMe tnppMuniliir, 
powint tamflo ■dromlii ■eqoaUoiiibBf Fs^O^ etc. inlw ipws^t ditii, 

Tk» versa ipMe £1 per qt mndo prorsas delenniiiato exprimi. Quae ex- 
pressiones ipsas pi nullo modo involvunl. Contra sunt ipsnc functiones 
ipnarom et ;>i per (1.) et (2.) detenninalae. Qoibvs observatis, diffe- 
rentietar (1.) secnndom pi; prudil: 

Ex hac aeqnatione et ex aequationibns (2.) et ipsis secuadam p, differentialis 
nancisciniur aequationes eeqaentes, quamra mmeiw eit ^ et e quibus ipsaram 

^* ... ^ valores determinari possunt: 



r'^^^^öq,^ ^^dq,' 



dp. öq, ^Bpi Öq,'^""^ dp. öq,' 



i 



(5.) 



' c?p,. öj« tJpj ög« t-"-r 

6p. c'W, vp. dv, ^ ^Bp-vv,^ 
oPi cv, vp. c w, 



Eiusmodi aequationum linearium oruiiims m sysleniala ponendo luco t numeroa 
1, 2, ... m,- quae systemata multiplicemus resipectivc per 

... ^ 

et post niiiltiplicatioBen fiwlMi tasMiMiii «MMraen. Tm •dUMt« 
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77 



(6.) 



Alf, 
1+**-, 



0 




0 


= •35-*'+ ö,. 


0 




eA 


- ~Öv, *' ' dtf. 


ÖB 


dB ..dB , 



öl. 



dA 
dB 



Hamm acqnaUonum resolutio revocari pofesl ad aliaram, quarum numerus 
tanlom est ,u— m sire idem atque aequationam conditionalium 0=0, eto. 

Habelur enim: 



mltiplicatoribiis iti'\ • • • ^ quoruni numerus est m» determinatis per 



«i^i'^+Oj^^'-i •» 
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i . dA , i}0 dA . ,00 BA 

« 6, = 4--^ +- + ^ -g;;^ 

(10.) { dF dB , dF OB , , dF BB 

. c?* ÖB , 60 dB , , d0 OB 

= -55- +-sir '5iir+'*'+ ägr 



Aequalitas coerficienüunt a> et facüe patet ex expressionibiis ipsaram A ei B 
§. 40 (2.) proposiüs. Inveniliir onim ulriusque expressioiib idem valor: 

. ^ dF d0 ö*H 

Ipsis k et valoribus 1, 2, ... ii Iributis. (Jonoraliler aeqtiationes lineares (9.), 
ad quarum resolutionem investigatio ipsaram /ti, /tj, ... rcdacla est, itt 
eoBf tnilae snit, «t Mitos vw^mIm «t hoiteoattdes eöeflideiiliui mmiim diL 
(huM» porro coellclaiilet Uuitiini ab ipob ftuctfmiibiis F, ^, ele. iiaqM ab iadke 

vel Ii* peDdflot; index laMen k «fficit Mqnalioiiiun (9.) partM 
Posllo igitar: 

«raif M flyrtantta eivanodi fonnnlamB triteendo ijni valoraa 1, 9, 
ipaifl coeffidoilflNu ^ inumilalip oMBeatUNia. Caterai e mio 
alf abraico llt 

sive etiam in aequationibus (ll.J cucfficientium series boriiQiitalea eaedem sunt 
atfoe verticaJes. 

Jfifiir de öfters aw a MM drie r iw fa aa rf a. 
42. 

£ duabus aummis simplicibos 

^dqj dp.'* 'i'dq. dp- dg. fp. P 
^arum valores §. 40. vidinkus investigandos esse, alteram antecedentibiu deler- 
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minavi seu cerle ad alias revocavi quanlitates . . . quae per resolo- 

tionem u—m aequalionum Üaearium inveniuntor. iUm alteram invesligemua 
nimm am &impliceni 

cains compiicalior fit cxpressio. 

Statofunai, e aeq^entibos ßi aeqnattoiiftiif liaaarilma: 



(»•) 



ÖA 



dA 



dA 



„ OB , SB , , dB 



obtineri resolvtimie facla ineogoitanmi «i, »j, . . . valotM Mquttitos : 
ih « a,,Jf,4-CV.Jfi+-"+C^-IL+l\iAi+J>MJ^+-", 

fli tai aequaticnilMB (12.) poiitur Jf;»l, valifiHW «tfeai wuet Jfn 'm* 
iVi, i^, . . . pnelar IT« enrnmnl, aaquirtioiMa Ulae eMdan im alfwi 

Mqnatioiiea (5.), e qailnH Tidores fpiarain , . . pelendi aiMt, 

sive fit 



Tel ganaralUer 



_ 



dp. 



ümh facta aeqmaHomm (12.) fmotuHoae obfmeittiw mcogmlanm «i, «i, . .. 



$0 C. G. J. Jucobi, Hova methodus cuquat. differait. partiale» primi ordtaw mtefrmH. 



(18.) " ^ifi+|^*+-+^JU'X>MiVi+X>MJV.+-, 



dv, 



Hia jiftepartti«, differentienius ae^aliones binas, quae ex (1.) (§. 40.) seqanatiir: 

frioram Memidiim ff., pofleriorem seeondniii f{. Id qnod Ueat, ^mini iib- 
•tititis ipsoruu Vi valoribus per pi, eqireBsis, aeqa^kwep fllaa itortiflM 
«▼«dai« debeiiL Facta differeoUatioiie, pavlM «4 Imtmi m ^9 

partes ad dextram eaaiiMiiie nanobcimtar aggragttni 



c-9-og^ 



Daabus expressionibu» evauescentibus aequiparalis et aggregato eomnaiii reieeto, 
nanciscimur: 



(14.) 



si, dv, eg, 



Ex hac aeqiialiono oliHnomno niirüerüin tn aeqaatiomim frihiiendo ipsi i* valoros 
i. 2^ ... m, quarum aequationam una valori i — i' respondens adeo identiea est. 
Ferro differenUando ae^aliones ^ — 0. ß ~ 0, etc. secundam qi, obtinaaiaa: 

dA öl, ÖA rl^, dA BL 



(15.) 



dA dv, dA gw, 

«fe dB du_ 



4 



d», dq, ^ dv, dqi 



dl^ dq, 

dA avm 

,_SB dl, _ 

_l_ dB dv,. 
"Svfi dqi ' 
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«ff Off, Off Off^ 

ÖÄ _dli__dÄ dt, 
~"Sl dq, du 



dB dS, 



Öff öfi. 



(14.) hdicInB syiteiMti aeqiaüonim (15.) eoBTwnil 

cum ■eqnationibus (12.), siquidem « qaantitates . . . pro in- 

cognilU tf|, «1, . . . «fi habaator. Hinc secunduia fonuuias (13.) naneifciniur: 



ßtaiuaaiui» 



(16.) ^^^ts^^-^-^-^^^ = (n, 

of , ^ ofi ^ og^olpu 



II» H (*)..-(40» lit «Ito» «nuM f. 40 iBTMligala pniporila. Qua tdUbte 
■mrttoia, puMl M^piÜo pneMdeai hoe no4i» repneamtari: 



(17.) 



iVif", iV,*^ ete. valorikos posiloqa« 



fl8.) { 



dB 



aequatio praacedens in banc abil: 

(»•) ^- !!-!'•+ t-s"+-+t-i' 

B qua nanciscimur m formulas tribuendo ipsi i valorei 1, 2, ... m. £ qnibu 

JouniAl fir Matkematik Bd. LX. Heft 1. 11 
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Ii oh U nertM nnmis tyitenit leqwittoinim liMarim foiMe aequitfoimi (IS.) 
taiVMl^ltmf tdHe valoram expreMtomni 

„ dA (I) , dA (1) , 1 uÄ 

Qaoi koe note ieri poteat 

43. 

Htbelw 



j1»0 Mcmdui It: 
mide 

Eni ntam 

V _ »ao öl'' .,{»') a* , 
= ^ ^+*» ä{7+"" 

Ponendo igitar: 



(20.) 



( 



j _ y öit , dA ,(1) 1 ,0«) 



Eodem modo pooeiido 



I„ (1, ÖÄ ,(^) 
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II 



BB 



dB ar s a0 



«I ilrtlfti MqutionMi pro fnlibet ae^puAtoie conditiMali oIrtiMiliir. 



(22.) 



dA dA ÖA ÖA 

ös;'Si^'^ dv, +' 



dA_ dA_ 



dA dB dA dB dA dB 



dB ÖA dB ÖA , 
dB dB 



dt, dv, 
dB dB 



dB dA 
rtt.. Sv^ 



4—4 



dB dB 



«19 



inltiplieaido aeqaattones (9.) § 41 per 



et eammallonen 



instiluendo rcspociu indicis A-, nanciscimur aequulionuin lineariam flystemaU^ 
fuibus valoros ipsarum Ai, A^, . . . ^ /^i, ßi, . . determinantar: 



(34.) 



Quodlibet systoma tot continet aequationes lineares totque incognitas quot dalM 
sunt inter qoantitates f,, I3, . . . aeqaationes conditionales F—0, *=0, .... 
Rosolatione faota nanciscimur ipsorum Ai^ A^^ . . ^j, B,y ... valores: 

— Ai = v/,,ia, + ^,,«2 + ..., 



11 
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Ii feimdii co«ffiei«iilw nden mmt atqne Im (11.) f. 41. Aitofw« 

nlterias progrediar^ Ytlores Ipsonim D «I ipfi ad y W Mll W et ^ l 
in ftnMi ui aeqaationiku (12.) pow. 

dP ' ^_ _ dF 

it 

18 (18.) 



(26.) ^ = a,/>,.,+6,l>^+. 
(87.) " «bi>M+**^M+- 



Aflqmtionitaf (26.)i (27.) reMlntis prodemit nJores qoaeilll: 



HU valoribv auanlfiie ipwnmi A,, . . . valofikaf (86.) nbttlMto 



•••« 



9 



fianlqae ravocando, qaod supra $. 41 aibHrtwl, 
«raiMaa: 

eodeinque modo fit: 

(30.) ^-|^(äO. = 

Hinc, nibstitvio e (18.) valore: 
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prodit: 



dÄ I») , d/4 (») <*) 



dÄ 



« dff (•) (*) , dB («) , , 



6J 4*> 



(81.) 



tinl Jt tt B mwiIsMSmni • • • t/|f v^^ . < . Vß 

. dÄ dB 



f M M*f dA dB . dÄ dB 

y^"^ " dt;'du;^dr,"du: 

dÄ dB dÄ dB 



dtu dVf, 
dÄ dB 



notatfone plagulam soperposni, ut expresrimmn dMüigami a riiiUttw 
rariabOlum fi, . . . . . . foraala. 

jfraeiitar hae aova lolalioiia ad fornndai praaeedenlaa appÜMla «k* 
loaa qaaaiitae: 



(32.) 



JV, = 



5i4 (») 



ö«, ^ ' dv^ 



»0* 



öi» _W . _(») 



»5» 



dB M 



Qiiae aequationes itinclae f» aequationibus, quae tribiiendo ipsi i valorcs 1, 2, ... i» 
oblinentur e (19.)., suppeditant systema aeqaaüonuin linearium ipsis (12.) simile. 
Quaruin resoiutio suppedilat e (13.>: 

ipi») f 7)^ , ^\ 4- /)„ , .V, 4 • • • 

Und* sabstitiUifl praecedentibus ipsurum iVi, ... valoribus (32.) alque • 
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(18.) 



pradil alten shum §.40 iavestigata proposita 

(38.) I ^ ^--^-^-••f +'^^'^-^-^^+- 

Quae vsl exprcssiu quacsita, e qua si ipsorum £) valores (28.) sabstilui« 
variabiles q,, qt^ ... qm, Pt-, pt- prorsus, qiiod postnlaiMtur, abierunl. 

Observo in formula (33.) terminos 

inveniri tni. quo! binarnm aeqnationam ronditionalium habenlur combinationes, 
sivr nuiiiornm ** — - — ^-^ ■ Unde si unica lantoni aequatio condiüonalia 
datur, eiusuiudi non habentur lerniiiL £o casu habetur, ä F=0 est aequatio 
condilionalü; 

. _ ap dA 



ff Mix fm\ \ ' dJ^ d,^ di4 



riquidem in allen snraui in alten ipab k ei 1^ nkwM 1, 2, . . . 

tribmuitiir. 

FanMülac anlecedeutes oppticantur ad casum, quo xptae f, t {|, ... ^ cooröimUa» 



44. 

SU ^ 8« alDvIqiM» fMotttales . . . 6^. Mgiuat S» eooudüMias 
poneloraB moloram wlhogonalet, «Hqne piucti, miv na coordinala per & 
denotatur, massa m,, ila at quantitatnin m,, ad, ... teraae ad idea pnnctan 

pertinentcs inter se aequales exislanl. Tum erit, designante U aaUwi St 
foBCttonein ab ipsis vacnam atque T setnissem virium YiYaraia, 

BT « 
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dF ÖF , ^ \ dF d0 , dF d<P 



AAMrto data occasione, beri pro assignata ipsarum signifioalione 
quod facÜe hoc modo inteUigitar. Est 



unde 



Ell •■tett 



nnde 



elf dJf 



«▼e expressio ' indicibns I el «" committatis immnlala manot. Unde «Item 

fammaroin appositanua dupliciam, scribeado i' loco i atque i loco i', in alteram 
•UU fi^e bhiae intor se «eqaalot eadüaiit» q. d. e. 
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45. 

Qnuitiltlte ji^, qvÜNi» wteoedetttiiws ml «mns, aliui 

let«nBtouil«e>« ^tamunä» MfulioidlNM dl 
i Mwrv i nni, qaoties inltr Yukbiles, quae pnnctonim materialhm 
iMininaDt, neqaaliones conditionales habentur. Ad qnas foimandas aeqnätiones 
differentiales, adfaibeo formulam symbolicam §. 37 (1.) propusitam, in qua, ot 
^1, gz-, ■ ■ • 9- Semper variabiles independentes designent. loco q^. q^. ... 
Pi'. Pit • ' • Pm scribo ^i, ... Sf,, 1*11 . . . Vf,. Quo facto aequatio iUa 
baec fit: 

Iitor TwiatidiiM ^^|. di»^ etc. babMtnr 



» 

F»0, «aO, «I«. Ml 

Utates fe, ... ptopoiitae. Per regvlan notam «equtioiies pnaoatadM ii 
Biltiplicatorei Ii, ii, . . . dvelai eegaatioiiis (1.) alten parti addo et teradnof 

IB singulas variationes 'Inctos evanescere statno. Quo facto aequationes d\Se- 
rentiales inter variabilee ^i, 5^, t/|, v,, .. . obtineotir sequentea, 

3H 

iamper «equlioBilmB — adrocatu: 

dt a«, • 

du _dB 

(2.) / rfi - d»,' 





dir 






dt ~ 








_ 


dir 


i 


, a* 
















, a* 











4U dB 

Ihübiu «eqoaliinülw ii4tanit«i4M mbI ipsM 

•t «|«M «c 9mm iUkinm X Uäi m» Mfourtv: 

ilsO, . . . . 
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Bis postrcmis itenun differenUatis a( sobstitiitis e (2.) ipsorum <^ 
loribuf ohUnenos: 

dUTöT dUTöfT = «i 

dir äff aß öff A , , 1 , , 



siqnidem hic «,. o A,, 6^, ... eaedein .'üinl quanlitates atqae § 41., 

(10.). Unde. si advucainus notatiuneiu §.43.,, {•^^•) prupositam, eruimus Va- 
loren iiiiiltipUcatorum sequentes: 



Vnde e $-43., (28.) aequationes differentiale:» dynaniicae tiimt: 

(4.) -= -D,,,lAH] -D,,lB,uy->-.. 

I * * ' ' • • ( 

e quibiiP iam DnAiplictlom aast ^bnbiali. 



0||W waMaanM nq»« faaM l ar M i t|ua expreuio l^, y>] /cmaftii'. 

46. 

Formnlaro (3.). $. 40: 

e notalioaibus supra adhibilis $. 41., (6.) alque 42.,, (16.) aic exhibere 
possamas: 

UmmA «r MtfkMätik Bd.LX. Haft 1. 18 
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(1.) rM^^"^äS"»+'*^i^5v"3^:?t»**' 



Qm Mfutio— , Ii ipMim 1^ alqne (A)«.— (A')» Tiloras 
ilitMUÜif, pndM f^iiw [y,V'] expresao InTeatfplB proponta, im 
fi« ft« • * • f« TMligia BoUa iBTeuiuilv. 

I, • fiilMs exjwMsio memdMit comjpoiiitar. 



sive etiam; 



af.41., (a): 

y I ay ay/ ( ^ _ 

-^'öir I öiT + ** dir +-+*'''5^r ) 

i dF dy> . dF dtp , , SF du> \ ^ »tO 

\ BW d<i> , BF , , BF Btp \ - ,10 

I a0 ay d<i* d<p , ao» ) au» 

< a«. a*. a{, a«, ' ai^ av^ ' at^ 

_ idvdyf d(f> öv' I j, _ 



Habatar porro • §. 43., (88.): 
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(«.) 



Fil 



«mIMm «CfMrt. äifferent. partiak» frimi «NW« 

e S.43., (28.): 

^ n ^"f = ^ s A.^ t: ^* a 



»1 



(4.) 



|^,D»^^ = ^,.[J?,V]'+-^^,,[*,^y+..- 
Bif. fomalit li ottnur et advocatto (11.) §.41. MqBattoiieiii (3.) ilo 
liMl: 

j V n _ 09 ö/l „ n cny Y öflp dB 
(6.) ^--^•^M-gi^-'5^^-§j^--5i^*.»-ä57--2;-g^ -g^ 

^y V j-y/i ^ .5- ^y . 



is (3.) et (5.) subriilntis in (1.) prodtt: 



(«.) 



^^Me fönraU geierdis mUs difficiiis erat inrestigala. 



12 
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Eapnuio teMnf« jnt varias tiut fTüftiOMtM eeriftealnr. 

47. 

Quantitti per qouD in anlecedeate ipsom [y, expressi et tpam 
denotabo per 



(1.) 



Viirits gfludcre üobet proprietatibus memorabilibus, quae simul varias expressionis 
inventae verificaliones suppeditanl. Ac primuni uou mutetur eius vaior necesse 
est, fli ia locam foneUoiniin if, ip poaatar 

y-f-i F-h/t 4» + "-\-l'A + uB+ — , 

designantibns l\ fi', il,, /i,, A), ^j, ... ^ascunque ipsarum V| 

fiiBclkwat. Valor enin qnanlilatls [fp, vJ? cid expranio S «Mpitlis iomatai 
Mt, M nratttloiie mdlo modo aflldtar. Quo «pronloiiit S fmfMM n 
Vft% eins fomalloiio fiidle patdiii, si Imec alia propoiitio «ntea daannMlnta 

crit, expressionem I, posifa w hetm oUen^triu» ftmetUnnm g>, ^ tMM • 
funelioM^iv F, 4>, . . . , A, J?, . . . , quaeerntque $it allera functio, evoneacere. 
Qnae proposilin tanlum probandn eril pro rasibus, quibus tp = F atque q) = A 
ponilur, riinclioiio r/- arbitrnriü iiinaefit<'. Heliqui «'tiiin casus, quibus <f fun- 
clionibus B, ... Hcquiparatur, sive quibus tp arbilraria manel atquo 

^ alioid 0 fiuicUoaibu F, </>,..., A^ B, ... aequalis ponitur, proraus oodoM 
modo tradari pcasanL 

Posito 9 — ovaneaeont tormini 

quulu functio F sola« ii iuvolvat neque qaanlitates v^. llinc pusilo <p = F 
eroiiiuis: 
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At • formolit (26.), (27.) $. 43, in qnibas est 

= 6. -[f. ÄJ', ... 

Qunim formvluiin ope «bH expresBio ipsius a anteeedeu ia luoio: 

X ^ IFM-^.^, - 0. 

Evanescit i?iliir JT por<io </■ -F, q. d. e. Eoriem modo demonslratur evanescere 
poaendo (f> = vel ptmendo i// — F, sive U- *h. 

Ponamus iam in uxpresbione (1.) if — A; quaerendi äunt aiile omnia 
▼■lores quantitalam 

£i = JSiD^^i-^-, Ei=sSiDn-^^^ .... 

riA 

Ad qoos faiveiüeidos maMpIioeatair (2.) per iitque poritis loco ik ▼■IcrflNtt 

1, 2, . . . tt instiluatur pro siii^ulis acquationibus (2. i siimmalio; provenil: 

Unde oblinelur 

(3.) Bt«^D^i-^«l, R = -2il>..,-^-0, .. 
ic ü acquationes F=0, 0^0, ...pliires dualnis data« $nnt. evaneMiuit 

0 \ i I 

reliqnae oinnes similes exprcssiones 2^,b„^ q-- . ii«/^;.«^— , .... Eodem 
modu probalur fieri 

atqa« evanescere reHqnas omne» qnantitales i , S^D^ > ^5 * — 
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■equationes (3.) videmui, ipsam S posito tp^^A evaaescere, quum Sit 
[AfÄ^ -^Q-t [Aftfi] -t[}p, ^0. ac facile palMt, queDiadniodum ea «ob- 
slilutione facta tamriai ia iA,B\' duoti evuaaeut, ita ai aefWtioBea mb- 
4itioDaIei plurea duabui ihtaa dnt, ovaMsoOTe lerminoB dnetoa in txpraiiiMMa 
aimflfls, ^aniai mmanMi ideai est atque namarns eomUnalioBam binarum 
aaqualionutn condilionalium. Eodein modo danmulralm» «raBaaeere S poBeado 
ips^B vel poaendo tjt'^A sive y = 

DesigBeaiaa iaai expcaaaioBeBi (1.) per 

ae ponaaiaa 

^ — <pM F+ti •■■+'/.' A + fi B+- -^ 

I/' l H Ä,.'1 + .",ÄH 

Palet <• fonntUiüne exprcssionis [<^, V']"i rejiciendo posl dilTerenlialioBes parliales 
IransactHS expiessionos per quautitates evanescentes B, ... 

inultipltcaUiS, fiori: 

-\-w,Ar+.u\[<f%Br+-- 

AI demoiislravi modo, nuaocuiH|uf sit funclio, haben 

[(f'\F]" iX [r/',0]" 0, . . ., 

unde ül 

Eodeu modo probatar, reieclii poM differedtiaUoBea portfalef IraBiactBS ex- 
preaslonibus per quantttatee eYapesoeBtea F, ^,...,A,B, ... nBlttpliealia, ierl 

IlBde quum probalnai siL quaeeaaqae ait V ftuwUo, haberi 

tt 

fnod eil IheoreBia doaiOBitraBdBm. 
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Deinde etiam non mutari debol expressionis Z valor, si loco fanctionis 

H ponilur I{ + XF+^i*P-\ \-^tF' + • , alque He hac nova runctione 

deducQDtnr valores ipsaruiu t/,- a praecedenlibus diversi et forma valde dis- 
crepans functionis H, sicoti $. 39 praecepi. Sed verificatio huius proprietalis, 
ex ipsR quantilalis Z formalione petita, qiiuni nralestissima esse videatur, suf- 
ficial rem examinare, si ipsi H tantum termini i.F-\ fi^* { — addanlur, quo 
casu ibidem vidimns, ipsanim V; vaiore.s non mutari. atque fanctioni H sitniles 
lADluin lerminos accedere. 

Demonstremus igilur, quanlilatem Z non niulare valorem, si in oo loco 
ipsius // ponatnr H-\-lF-i-(u^-\^ — , designanlibus 1, «, ... quascunque ipsarum 
Vi expressiones. Qua mutatione functionis // fa'cile palet, etiam ipsas 
Ay B, ... similes tuntum mutationes subire, ideoque etiain ipsarum A, B, . . . 
differenlialia partialia secundum quantitates tv sumla, nec non exprei^siones 
[F,A]\ [F,B]\ ... i'P.A]', [^,B)\ unde, siculi e formwlis (2.) 

elucct., etiam quantitates D^i^ D^i, etc. alias non mutationes subeunt. Qaa 
de re omnium harum quantitatum valores immutali manebunt. Sed mutabunl 
valoreni expressiones l<f, A]\ [A, B]\ . . . ac similes. Quem tarnen mutationes 
eae esse debent, ut ipsius Z valor immutatus maneal. Quod facUe patebil, 
ubi probalum erit, expressionis Z lerminorum, qui functione A affecti sunt, 
8ggregatum evanescere, si loco A in iis ponatur F. Tum enim similes quoque 
proposiliones locuni habebunt, evanescerö idem aggregatum, si loco A ponatur 
<P, vel evanescere aggregatuni tcrminorum, qui functione B affecti sunt, ponendo 
F sive 4* loco B, etc. Quibus iunclis observationi, expressiones huiusmodi 
[A, B]' evanescere, ubi simul loco A atque B ponantur quaecunquc sive eaedem 
sive diversae o functionibus F, . ., sponle clucet, valorem ipsius non 
nulari. Propositio aulem., evanescere terminorum ipsius Z functione A af- 
feclorum aggregatum, si loco A suhstiluatur F. sequilur absque magno negotio 
ex aequationibus ^2.). 



De fvnclionibut quibutlibet q, rp, per aequationei dolos conditioualeM f = 0, W> = 0-... 
Ua trantformandit, ut ßat [ff, v] = ['f, V]'- 

48. 

Fornias. quas funclio (f iuducre polest propler aequationes, quae locum 
habenL, conditionales, seraper ita delerminare licet, «l per hat iptat aequatio- 
»et condiUonalea avanescant valQfgi.jexprc8sionum 
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rwf V dF Bq> dF v<p 



M sfaniliter fanolioiii ift um fbraan conciUn« lieet, nt per aefulionM eon- 
diltonalM evuMteiBt Ttlom ex|»«ttionaai [F, vT« • • • • Sit ipriat 

9 ezpretsio tdäibend« y+i'^+f('ir4— multiplicitoies l', /v', ... 
ita detenniaaro licaC, nt «voaseuit Talons «puntitatoB 

MB reiedls lemdnis in A, B, ... dudis ut evanesceBtihw, «t fiat 



Per fonuilas rimilaa datomriMiiUir nnlliplicalores i;, ^, ... IIa, nt ipuuititatM 

•▼aiwscaiiL Qnilnu expreswoiiOras ip+l'A^ti'B+'", V'^^i^+Mt^+"*> 
faod licet, loco % v positis, luibemiie Ipstrum tf>, if> forma« talea, pro qoibia tat 

qaod propoiiluni erat. 

Inyentia ipsamai ^ foraUa, pro quibiu aoqoalioiiea anlecodeatoa (1.) 
loem habont, atalim aofldliir e (28.), §.43., fiori etiaai: 



(2.: 



Unde in expressiono ipsius ^ Icrmini onines praetor i/']' evanoscant, sive 
fit, qttotie» [F, tp]' = 0, [0, yj' = 0, . . . , [F, yj' = 0, 14*, yj' = 0, ... *a«c 
aequalio: 

(3.) [y,./'] (Y, V']'- 
Qimn per aequaliones conditionales functioiies <p, yt seiuper ita transfonnaro 
liceat, st condiliomlmB illis satiafiat, 

v„ ... Vf, fimeHMibu» tM§ ^Mtbiimmque 9 ei% »emper per a tyWJ i m 
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comäiUoHalet. qtiae inter qmmtUate* iUa$ iocmn habent, formam takm ik timr' 
po$$e, Hl fiat: 



Ex aequationUrat (2.) % anlee. bdle dedvco aMptralef 



(4.) 



Oafl»iu oonpanlis cnoi ib, fdlmf «ntocedeiidlHit mnltiplicatonui A'^ ^» • • • 
▼alores deteraimilMnitar, fit; . 

* ---^A^i,i-g^» M — • • • 
Unde qtuuiemqMe M 9 fimdh, habemai e (1.): 

/[F,>-^»(i>M^+l>MÄ+"')-^]' = 0, 

f 

Oa« de re etiam habetur: 

Erit igitur e (3.): 
(6.) [v,V] = 5-= 

JoHiMl fir lliihtMtik 1M.LX. Btftt. 13 
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Ouae expressio nova ipsUis J facile convenit cum illa 47 (1.), ad quam 
supra pervenimus, ubi repulas, reiectis terminis in A, ß, ... duclis ul 
«vmeMentilnit, Iteri pro multiplicatorilras 1', fi', ... .Uj, ... quibuscunque 

[if \ i.A+fi'B...,tpi'i.,A-\-fi\B...y = [y,v]' + il[y,^]'+^'i[v,/f]'-— • 

+a>;-Ai,u')[^, -»]'+••• 

Consideralionibus autecedeiitibus superstrui potest nova methodus, qua expr«ssio 
ipsiiu «T, supra Tia Mtig prolia» bnmia, iodagetur; quae methodus baic toU 
quaesüoii magnain lieem alimdek 

B «wwiwiatfoi i i hn awlec a d— f itna «liii «is peHtwr tffnuitmm yrofwirihwi ^pdM 

49. 

Quanlitates 9,, 92 ^ • non sunt functiones prorsus delerminalae 

ipsanim »1, ... S^, quippc quibus addi possunl functiones F, <i>, ... in 
faclores arbilrarios dactae. Sic etiam pi^ p^-, • ■ . p„ non sunt functiones 
prorsus determinalae ipsariun li, I,, ... S^,, Vi, . . . v^, quippe vaioribus 
ipsurum pi §. 40 tnidili* «Mi pomiiit AuictiMM Fj 4», . . A, ... 'm 
foelores arbitnirios dnelae. Hliie, li dttar ea^ressto Amcttoiib alicuius ^ per 
quanliUttoB V/, ibmdqiie Inbetur «xpreaiio mudan fnetioiib 9» per qwm-' 
Ütates 9o Po quaeri polest, quaenam e 'miia Ulis fonnia valoram quanlilatnm 
q., Pi eligendae siot, ul ex bac ipsius <p expressione post fiietas substitutionea 
illa data proveniat. lam dico , «1 in erprcssiotte fiuietionii cuivslibet (f; per 
qumtUates 9, . p, ipsarum guidein qi rahre» forma» OMumauf , quascunque 
per aequationes F=0, 4»=0, ... ouumere posgunl; ipsartan eeru p, caloribtu 
ea ipsa forma trUmatur, qua m farmb $. 40 propotitt» gandeiU', neque uUo 
modo /braw lUa mmMur 0m:Uio9equtakmmF=O, ^»0, .4^0, B^Oy ... 
/bre «I M /bnna fimeHmii» <p prooeM, fit» qt» kAetor: 

[F,9]'»0, [^,4»T»0, 

Fil enim 

AI quam siqppoBalor, idmüee poaitiuii «aie e ^ 40: 
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illa sapposilione fit 

QvUms Mbflliliilis obtinenu: 
Umii ven» habetor 

quum ronclio F, sulislitutis ipsarum valoriiius per quantitates qi expressis, 
idenUce evaDescere debeat. Unde, snbsUtoUs in ipsis ^ ipflanmi ^ , valoribns 
aaramtis per qvantilale« §i expreaais, abire debet exproMio 

^''^^ 

in aggregatum lerniiuorum in «/»,.,, ducloriim. l nde eliain v forinula 
anteeedante aeqoitor expresnoDem [F, <f ]' in ule Bggre?afiiin ahire. hoc esi, 
ri in fimethne atiqua <f> per ipsas q,, q^, ... /»„ p,, ... expreua 

ae 4emä0 loeo ipoanm qi quaecunque puntintNr ftmelkme» iptarvm s,, demque 
o^^omtHto i^-^m aeqoatiomm F=»0, ii^sO, ... e-jBprimtmiur «Man» qmiimala 

per ipso» abit fmctio q> in totem exprettionem iptarwH j'., v,, 
qtuuUiUu 



aggregaliim Urmkmnm ht F, 4», . . . tlueionm ideoque eitu ttUor 
Eoden imnIo denonriralttr, expreaiioBea [4»,^']', [F,vJ't [^>y]'i «le- 
in einsmodi agfragata aUra ideoqne evanaaeare. Bleclia ftmetioaibiu ipsanm 
I,-, qnaa in loeam ipsaram fjponanlar, babaatar qnoliantaa diffaranttalea partiales 

^« 

per ipsas ii expmaaa ope aafiaHonnm Knearinm: 

13» 
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Si quBliUiles per aefuttonu F=sO, ^»0, ... in lalet wpreMioiies 
redi^ntiir, ut k^nUee ü\ pro qnolibet ipfhu • valora 



AmcUoiibw ^ tdis forma ooneOiata erit, pro qaibus expresdones 

[l", </]'■> ['^ V']'. • • • 

adeo idnitice evancscant. Generaliter autem da(n quaecuniju« Tunctiu (p per 
aequatiuucs /l — 0, ß 0, ... in formam redigitur, pro qua expressiones 
l^f *P]\ f]\ ' • ■ idcQtice evanescunt, si eligunlur m cxpressiones a se in- 
vieam fndapaadatttaa: 

Vi — «Jv,4-ff/'v,H Vf^i'^Vf, 

respeclu ipsnrum t'j lineares, in qua coeiTicientes oj*^ ut tales ipsannn fon- 
ctiones determinanlur, pro q[uibus identice fiat 
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Ex. gr., 2 shr« si diae Umliifli adamt aeqmtfonM ooadilioiude« 

«hre AuMttoms i8iiin«r» Uoet 



determuiatM a«, /^i per duas aequaliones 

^ ^ dF dF _ ^ 

Qnae fädle ad i|imnUbel nunenini aaqnalioniini omidiUfliialtan dva ftmeOonim 
P, ... extenduntur. Datemiiiatia ftmctionibos linearilras «i ila at dictb 

oondilionibua saMafaciaiM, eliminari possunt per //— m aequationes A=0^ B=0^ . . . 
quanlitaies f., v,^ . . e fanctiona ^, ila ul Mlamm »i Amctio evadat, 
ifjUM erit expressio quiirsita. 

Ut 'erualur expressio ipsius Z 47 propostla, lanlum opus est, ut 
demonstreUir, quoiie* 

(1.) [F,v]' = 0, [</',v]' = 0, . 

(2.) [F,v]' = 0, [*,y'J = 0.. . . . 

Vocemus enim if'\ tff eas exfweirioBet ipaamm pro quibaa aaquationaa 
(10» (2.) iocum habeat, aitqae 

sequitur e $. 4Ö. , fore 




■aqne allaa formas indaero poaw ftmedones bM ^od Us adkae addi 

possint termini m F, , ducli. Facile anteai paAet, qnum aequationes 

(1.), (2.) pociU» 9 — lf, H* — ^ \oeim habaant, oi^räiiioaani [^'^ y*]' eiai- 
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modi terrainis ifth qT, iff idililu valorem noa nufare. Uado eraelor 

q. e. d. Eodem modo probatar, si solae (1.) loeam habevat, fore 

Propositio aaton illa, qaoltos aefaatioBes (2.) locvai habeanl, for« 
sie deaionstrari poleil. 

Kaden eonttHuantur. Demoiutrahir, inlefprale farÜMMs gitod € Mm aeyiro/tofium dgna- 
ariearum MMfrafiftw cM^bw Hetl, nutte modo pender« c toHoMiiim ehetime. 

50. 

Aatacedealilnis probavi, pro mnihn» formt fimcUomtm (p, ^, pro 
gMu$ aeqvntiones (1.) §. prnec. /ocKm habetmt^ quantiialem [ff. ^>]' etindem 
rnlorevi gcrvare. ünde siipponere liccL (p , w ens pssp funcliono!^. qwnc v\ 
i'aruni uxpressionibns per quantitales qi, pi prodeunt poneitdo Iogo pt. ex- 
pressionem 

quippe quibus proprietatem iUam sappetere f. antec vidiaiBS. Pro illis auleni 
fiinctionibus tp, y habetur 



^ ^ ^ _ ^ v(f_ < $, 



■iaiilesqaa formalae jfxo firaclioBa ip loenm habeni Uade §t 

In qua oxpressionc indici ? valores 1, 2, ... ß tribaendi sont atqae aova 

suDirnalio insiituendn: fit aiileiu 
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exeqrto cwu, quo in prior« fwmula flt k^k', quo cam illa in imiUUem abil; 
nule evaaeacint aova lUt suuialkNie tomtoi oiaiiM pneltr 

Uade prodit 

sive 
^. d. e. 

Prorsus eadem demonslraiione fHcile probatar, d aeqwßtkmeä com- 
äiliomUe» mier ^pMW §i o mum o mom habeaMinr ideoque ft — m, Mmper fieri 

i9»v] = 19» 

i<p cUf , Vit- c «; , , t)i( ijtp 

Cif c^> , dtf dtp . V9 ätp 

-^nr~ r-^^- r"*t-~tr~-' — 

<- !. «^ Ct <^i> 

l ade palet, qutuUiUiteui jf, c ^- am^o nx^t/o peadere a canalnitmn q, eitcUome, 
»ed ImBtmm m wtimM iMhm fkmetiomm if et tp. Uale dm, il 

<f = CoDst.. »/• = Con»t. 

«Ml Ihm integraiia »)steniatis aeqiuiUoDaiB dÜercalialinoi vaifariiiai 

oi? _ _ ':B 

~dr" Ip,' 

eamdMi aeqmiiviui dilewiiali— ialcgnl« lerÜM^ fwtf dWar/cr «epM- 



104 C.Q.J. Jmfhi, no9a miMm w^imL üfguHt. partlakt primi «rriMt nOagrmiL 



fhearma 4» UrHo hittinM t Mnit AMwniMdk» «danAtar ad eaaum quo aequatiom$ 
eonditionttle* inter variabilu iHtercedunt. ~ De r^aHaiiibuM ptae loam k^bent itiitr 
kOtgraHa ptmeifimm contertatUmis rinum rirarum et priiu^fkim eMaenaUoniB 

COilrt gravUatis concernetitta. 

51. 

Statuamus, aequalionem 

<p = Consl. 

esse integrale aequationum differentialium vulgarium (2.) §. 45 proposiiamiD, 

f^ii gU dv. OH . 8F . Üd) 

alqne insuper jfti eompwratam e$$e fimeHomm tpy ui idmUee k^eatw 
dieo fortf tU habealur 

^tmeamque yj funelh. Nam • thearoBale V. f. 96 ideitic« it, qaae- 
cnnqn« tiiil F, H, 9 fimottones: 

ttBde easa proposilo identie« erit: 

lV,[//,m=0 live [9,^]'-0, 
eodenqne aiodo dtdaetar idantioe: 

iV,BY = 0. 

Probflvi mitem §.48., quoties 

[y,F]' = 0, [y,*]'«0, . . , 

fieri 

mde Mqoittur 

Hine cam iwopoiito, quo vidimu avaneaoere If, il]', [9, By^ ... fil 
f. d. e. 

Opa propoiMoiiit anleoadenlis dadod polail e Ihaoremala VI. hoc 
ÜMoraDa: 



a Q. J. Jmeobt, mm mtlktAu Mgaof. diftrmt. parHaUt fHmi orJMt imltfrmii. 105 



Theorena VD. 

»Aitil F, quaeemtque qmmHMHm fi, f«, ... £^ functionet^ 

«IfM «jf Iteüee.« 

jiervw MbaJiM kabetUur: 

du d<p . du dtp , , da dq> 

unde <p =■ Conäl. fit iaiegrale tyttemati» aeqwttiomim 
garium 

_ dB öü , dF . 

m quibut tuppommm ^nmUU&tm £1, ... 1^ «iMseAw 



meqmikmim aff&mliatbm twi gmhm propotUanm mlegrale.** 

Tbeorematis praecedentis applicatioiMDi feeiani ad integralia, quae 

|iiaflq|ia «omen^Sam» anmmm et e om ena l km k mhIH grmiMk efmoameit. 
DeiigBaBtih» mt, $i, 4« eoonttmlai oilhofoaalet poett, eaiof mum 

kabentar tfia inlefitdia, ^e frmeipiim e w ii a i'a aW a i iii anartm ooMermml! 

Comt = 9t = -a%(f i««~»if j)$ 

Geäst. -V»- ^mMi-fi^)- 
Qiae Mrtnni eil seaiper Incui kabera, ii vires puula systeonib aelHeilMiteB 
attraellones vei rejiiilmmaa sire mnliiae sive versaa initiioi ooordittalanuii 
directae, atque insuper sy^tema per eondilioBee, fnibns aoUectUI est, aallo 
iMnMlfblfaamntikB4.LX.B«ft.S. 14 
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modo inipedUitar, quin iibere circa inittami coordinalaruin rotefur. QuoÜeB St 
tmam e qnauUtatibas a?., y*, ».• design«t, loco -{cf. §.44) raspecUve po- 
nendum erit nnit'i, f^i^'h ünde dengnante v •'l««» quamcnnqne ipsaram 
y,-, «„ tfi, »i ftincüonein, fit 

ac formulae siniiles respecln AmeHoniini tf.,^ <pj obtinentur. Caan, quem onn- 
rideramiifl, valant condiliones, qnae in theoremate YU. postttlantwr, siquidem 
pro fiincUone 9 nnam e ftmeUonibas «jpi, 93 acdpimus. Quolios igUur 
ipsBCouA. et ipmun integrale qaodcunqne pnriblemati:» est, e theoremate illo 
emttnr: 

! , ötf I ö\p öip f)\ti ) 

(1.) Con.L ^- [<f., vr = 1 ^.-^^ir- ^ +«^'-^ i ' 

Si in his fonnulis slatuiiiius, <iiiod licet, funclionem ^' esse nnam ex ipsis 
fuDClionibus yi, ya> ^j» fucile invenilur: 

(Juüties in prolilcmalc niechanico principiuni coiiscrvalionis urearom locum 
tiabet, satisfit aoqualionibus idenlicis, quas in Iheorenele VII. sialnimaB, si- 
qaidem in theoreniale illo loco ip poiütur una e fkinetionibas ^ . Noni 

Mqoationes illae idonUeao in theoremate VII. propo«itao hunc ipsnm eonalilanal 
diaracterero eoMMreafjoMt, e qno prindpiuni medianienm niam traxil appel- 
lationcm. Ilinc formulis praccedenlibus thcorema VII. applicare po^'^umn*;. 
sivc desiffnanle Consl. integrale, quod ad priiu ipiiini oonsorvatiunis :irtaruiii 
perliiK't. ali(u<; y Consr. »lind quodcunque integnilc problemalis mechanici, 
in quo priucipiuDi illud valet, cril 

(3.) l<fy V'] i'h y]'- 

Unde e tribus fonmdis praeeedeatibiKi (2.) flonut ettam tres aeqaentea: 
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In fonnnta (:).) fonetio tp rim wuan « fimettottilnis </>, , 9, , ahr» «ttaii 
eanun ftmctioiiem quamUbet itägium potest 

Videmas e fornmlis (4.), ü regnla getteralis, •acnnduni quam Tidimu 
e daobas inlegralibus fonmri poMe tertiam, applicotur ad Iria intagralia, qnae 
principium conservationis arearum snppcdiint. Imec inlegralia tanlum sese ipsa 
generare noque in illo cusu ea rcffula ad inloirrüüa nnva porvoniri. Animad- 
verli aulem polesl. f|iiiitii seciiriduni r»>culain iJlain Iriiini ilhiruni iiilejirnlium 
liina quaclibct tcrtiuui prucreenl, cum (ieinuiislrare fieri non pause ^ ut iu uUo 
proUenate medianioo duo tanlom locum Inbeant, tertiam ialegrale locuoi non 
habeat. Quod hie per propositiones mere aoalyticas absque nllo coliiideralioiimn 
geometricamm annllo «vineitnr. 

Statnaaras 

/» = - J^i, Xt = Xi - 

eODititaunl tria inlegralia 

X, — Consl. , Xi = Consl. , — Consi. 
principium coiuerratiotiu ccnlri gracüali». inveoilur aulem, si loco poaitur 
in (1.) suceearive z^ : 

h'h'>Xi'\ X2, ifi^X^]' --^-Xiy i^i-Xil'- 0. 
Sequilur ex hi§ forainUs, quod etiam eoiuideraÜoiiOnis geometrids probari 
polest, quoües principiuni conservatioiiis arearam valeal, triam integraUim, quae 
]nfaclpiom comervaliouis ceniri graTilalis coBcemnnl, vnmn qoodcnnqae ne- 

cos^nrio dao reliqtia secnm dvcere. Si unieam valet integrale ^, = Cousl. e 
tribiis, quae principium conservationis arearum conccrnunt, hoc el integrale 

Xi — Consl. aliiiil nnii jreneratur; st>d integrale 7", ^- Consl. et altertim integralinm 
;|r,— rConsl., /j Consl. allerum procrt'al. S^cundum theorema VII. formulae (5.) 
etiani valcnl, si plagulae superscriplae rejiciunlur. 

fürmala$pertiirbaütnmm9i9^iei$mma«, fiM* e $g$l m u U üOegraHiim praponlo oMnealiir. 

52. 

Redeamus ad syslenia aequationiim differenUaUam vulgarium: 

) dt . p, ' di r;p. ' • • • dt 

ll^-^^'f iPt__^/" ^^^^ 

[ dt ~ ^» dt " 3fc ' * * * dt IS^' 
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(».) 



QiianiiD iniegralia 

//' ^b^t, h; - 6, , II.^b,, ... //._, = 
sub forma tali invenire docui §. 34. ut identice sil 

(3.) [Ä,,//J-0, [//.,7/,]-0, [7/,,^,] 0, 
exeeplo casti, quo in cxprcssione lH,,IJi\ fit i = k; quippe habetur 
(4.) [IIi,H;] = -\, sive [H!,Hi]=^+i. 

Qvühns aequationibus fit, ut pro forma sui) i|iin intcgralia inveniinus, elieni For- 
■ndae, quae probleina perlurbalum concernunt, rnnnani sini}ilicitsimam induant. 

Consideremtis enim in intcgrabilibus invenlis quanlitatcs a, «v, • ■ • o,^^ 
b, 6,, biy ... 6.., ut üinctiones ipsius / lales, ut iniegralia kmi salisfaciaot 
aequatioaftw differentialibns: 

dq, _ c'f 6Sl dp, df öQ 

(5.) {dt"dp,^dp^* dC ^ 5^' 

dg. 6f dü «fe- _ ^Z" _ öft 

itMignante i2 flnetfonem ipwnun t, 9,, ^a« 9»> /^i ••• quamcimqoe. 
Qme est «xl«Bsio foiaislann vdgurim peHnribaUoaai, priraui al» Ol. EmAHM 
Ut oediui prolata, dm Tilgo AuKlionen pertarbtlilcen i2 qnantilales «p^, ...jp» 
non implicare .supponitar. (hiottes aBbn ftinetio i2 ipm j»f non costinet, ft 
a (5.), aicua in (1.): 

sive di/ferentialia prima eodem modo in problemale per- 

turbato alque non perlurbafo per /, 9,. (7,. ... /», , p, . ... e.xpriinuntur. 
Unde, quum in utroquc prublemalc ipsae </, , 9,, ... Pi-, Pt, ■• • p.^ eodem 
modo a t atque elemenlis ti^ Oi, a->, ... a«_,, 6, ö|, 6^, . . . pendcauL, 
qvae tantnm In {KMteriore ^Uemate vt yariabiles speetairtnr, etfam dfÜBrentiafia 

priiua -^-i ••• in perlurbalo atque non perUirbato problemale per 

tempus et elementa iisdem formulis exhibentur. Quae est supposilio vulgaris. 
Sed in ea, secundum ill. üamUion propomii, exlansione variabiles quidem 
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q,, p, omnes codem modo per lempus et elementa in uJroqiie problRmate ex- 
hibentur, seil düTeronlislia prima diversa ratione per qi et pi exprimunlur ideO' 
etiam divarm ratione per tempos et deneBta. 

DiffercntiaBdo (2.) ei rabsUtnendo (5.) obUnelar: 

cxeepta Umloiii fomula, que pro elenento h iaT«dUir: 
Bed habemna e ^3 ), (4 ): 



imde pro guolibei ipsias t valore fit: 

r da. 



(«) 



(GS ia Us fommlis post expreanonea mi dexlrmn opa eaqnalionn (2.) Tormatat 
loco yariabiliui 9,, 7., ... q„, pi, p,^ ... ^. introdacuntur nt Tariabiles ipsae 

a, 0|, ... A, ij, ... .,, evadunl illae formulne (6.) inl«r haa et 

ipsum t «equationes 2m differenliales viil?nre.s, quibus elementa Oj, fi, ul fun- 
ctiones ipsias / determinanda sunt. Habotar auteui, si functionem S2 in ex- 
preasionibiu ad dexlram, per elementa a,, bf atque { ejqiraasani supponimus, 

Kvanaamiit antam a (8.) tamiid ia diTaraiiaalia partdin dMll 
praeter 

[U,,H^ = -1, 
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vnde Ii, 

[Ä,,i2] = -^, 
GBno «benit fonnnlae (6.) ia aMpenles; 



sive 



(7.) 



4a dSt 

A " dir 
da, aa 



dt ~ db, 

da,__ i)Si 

dt db. 



da, 






IT 












dt 








A 








da" 






















dt 


oa, 


1 






-1 


dt 





dt dK 

Qnae formulac pro differftntialibns elenentorvm pertiirbalonuB iavaatM, mit 
Cgregiae »mpUcilatis. 

£ quibna patet insequens tbeorcma: 

*) Problcma quoddam approximiiluiu huiuscemodi aequatiooibas coutioeatur: 

dt - dt - ^» • • • ir~ 

deaigoaiitc f quatnlibet ipsanim p^, q. functionem. Cniaa sjratemati« aecnodom metho» 
dam sapra propoaitam mveDta aint integralia: 

nbi a> a^, ... o._i connUntoB arbitrarias deiiotcnt, qoM in fonotMuiblia iV^ ...IT»-« 
mn oocnnraot, et abi luiictione<< U, //, , ... if...| aeqnatiombus 

0 = [F„ - ^ ^- -1--^-. +...+ ^ 
*} Abhlnc Qkqne ad iniüum 9. ;>3 lacuna in nwnoacripto inTcnilui, qiMm Ulo «rgnincato qood 



C. Q. J. Juc«b%» M«a MflllaAiv ampuL diiertmL parHah» jwM «rJM« Mtyrandi. ii% 

idMitice «atisfaviuii. Deinde si opc ucijuaiiooum 

Jr= a, a^, ... Jf«»-i = Oa»-! 

ipiamm valorea per 9,, 4,, ... et per conttentea MUtrariu «, . 
ndiibantur, «rit 

exprcsMO integrabilii«, atquc oruut 

aaqmtioties finiUr problematiH approsimati, doffignantibiu fr, b^, fr«. ••• ^m-i constaalw 
n«araa arbitrarias. Jura »i problema perturUatum ooatio«fttiir aoqnatioiiibuii hit: 

" c"p, ' rf< ~ ^p, » • • • rf< - 5^;: ' 

ia qnibm functio pcrtarbatriz J2 fimetioneD qnamKbet ipwmiii t, g, , ... f^, 
Pi* Pi> • • ' Pm d«notot, uprimaDtar ex »eqiuitMMiIbus intogralibiia problcmatii ap* 

proximnli ipssie q^, >/, , ... q^, p^, p^, ... p.,, nec noii functio Si, per a, a,, ... 

b, b^, ... 6m. I, f. Tum intrndiicti« 'jn.-intitntibus 11, a^f ... Om-li b, 6,, ... b^^i 

loeo ipMrum 9, > 9t > • • • 9-« Pi > Pi > • • • P« tarnquam viriiUIibM, aeqnation« dif> 
ferontialea problenwtis porturbafi abaimt in liu: 





aa 


da. 


an 


<ia« -1 


esi 


dt ~ 




~dt 




rfl ~ 




db 


öSi 










dl ~ 


ba ' 




> * ' 

ca. 







quarum forma aequationibua propositia prortua est ümiliB. 



Formulae perturbationtm e/ theorema de tertio integrati e binu woeniendo exlenäuntur 
04 eofHM, quo functio f ip$om t expiieiu eoaHmU 

53. 

Fonnolae perlurbaloriao $. anlec. Iradilae nullo modo inutantur, si functi» 
/ ipsajD I eliaiD expUcite idvoIyiI. Facti« eniin in $. antec malationilinf in- 
dicalis, iiiTMdiiiiui, datis aequationibas dUrarentialibiw pwlwlMtia: 

dk 9«; ' *" " SÄ ' « ?7ju » 



/ 




Digitized by Google 



112 C 0. /. Jaeobi, mm methodtu aequat. dtfftrent. partiuie» prum §rdmit imitfraiuti. 

fomulu dUforeatialM elemMtonni pertariMtonui: 





da 


da, 
dt 


aa 


• "3r~ 


oSi 


dt 


ea 

^' 


db, 

dt 


aa 


db„ 
dt ~ 


aa 



Addam, etiam Uteorema Vi. %. 27 valer«, «i fuctio f ipiam I iavolvat, nve^ 
dottgiMUt Hbvi 

(f = Const. , y> = Const 
bkia kUegralia quatcunque aequatiomtm 

15 cf» "ä" 
/brj tertüm htUgntle 

[7, Vr] » Canrt. 

Ut «Hin ysCoiut, V""^*'' IntogmU« rinl M^rnttmani diÜHMitialfaui pra- 
poritamm, eanin ope Ueofioe fieri dabet -^ = 0, ^f^^ 

Dule aeqailio identiea, qiuie e ttMoremto V. ^ 36 habeliir, 

[[v,v],n+[[v^/],y]+[[^yJ»v] = t>» 

aubstUatif ae^tionibus idatticu: 
i» kano dUt: 

Qua opo ue([ualionuio ditTerenliaiium prupositarum couveoit cum aequaüoM 

— ä w» 

fna» deaioiiilcanla ant ProfMalttoaeni praaeedwlaiB ea, qw aaai iwHliiiawf 
wttfMioiw, iam ÜL FafcuM olim tredldit. 
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Jh i l M ya H amnu Donatiome aequationet dynamicae dericantur, 
ftmcHo f ttl V ^am t expUcite int>oioa4. 

54. 

a in prohl— dto ■edinddi fimctio f attne if&tm I eapBeUe isTohril, 
fum cmu aMieoadMitilNH conMunkäWB, piiie^t goMnlta da ooMMrvtlisM 
virbun vtranuM, manm, cMtri gnivllatli vilsre Mnmt Tinta Im Uvm 

principii minünae actfonis aliud proponere licet simfle, fu4 edam hoc catm 
valel. Quolies enim ipw l ut variabili? indcpendens non varialur. sed solaa 
funclioaefl eing ^, ... ^m, Pn • • • fm, >^ue sUluimtor aequaUonea: 

qnibos determinenlur p,, pj. . . p. p«r /, f», f„ ... g„ ... 
aeqaationes differonliales reliquas 

«■pladilnr «n n^ulSn ayanbolieat 



(*0 



Quod allam locain habet, si f ipsam t explicite coniiaeU, qnippe qoae invariaU 
Ex intagralioae ae^ationis praecedenlu prodit, ü pro limiUhns ipsins I 
; ▼u^attoma ooraaa S^t rira qaanlitatoi qi datoa vdovaa iadnei« dabaalt 



Formula (1.) eadeai ail alf aa supra §. 37 exhibila, si lanluni H loeo / aeribilavi 

ilio tarnen ioco sappositam erat, H sive f ipnam t uxplicite non continerc. 
Ibidem vidimus in applicationÜMU machanicis, expreMionen in (2.) suli aigno 
mtegraU contentam, esae 

iUipar de^gnaata T aeMtaaeai mmmtm tMoih Tiranun atqiie (/ fonetioMB 
«<N>rdiMlanni «i, ff, «i, oaina dlinraiilialb parlialia aaeundum «/, yi, a« aomta 
azpriamiit vlrea motrices, qaibns massa ntt aeaandom directiones axium coor- 
diDatanim solUcitatur. Qoae funclio U caM, ipwm einaideramas, ipaaai I atfam 

Jauraal Ar llatk«mtik Bd. UL U»ttS. 15 
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«xptteite involvit. b proUematts igitor nedumid«, etiamsi ü ipsani t eiqilieil» 
eoDOnet, valebit «eqaatfo: 

(8.) */(r+I7)A«0, 

qme eo cud qvodnnmodo firiiidpii minimae acttonis loeum teaet. Qnam 
ae^ationem (3.) primnni Ti<too ab iU. HamiUom in Commeiitalioitibas iam saephi« 
Indatis adUbitam aaae. Qaae adeo facilras aese aooomaiodat ad aeqnationaa 

differenlialcs dynainicas tnde derivandas quam prindpiiiiB fllad. Neque hoc 
est, Uli opinabantur Mathematici, sed illa aeqnatio, quao respondel principio 
slatiro qtüeth. Ncque vero de inletrrali ^[T \ U)dl valcl, quod de principio 
miniiiine actionis probari polest, ink'irrnle ctiius ovanescit varialio, xemper fieri 
minimum, dumiuodo ne per niiniuni inU^rvalium extcndatur. ^um iliud inte^ale 
etiam pro angusUssimis istarvalfis, dita casUkns mininimn, alifi mudanin, aUia 
fit. 



De combitialionc qmtdnm priuripii conserrnlinni.t ririum rioanm CUm principio 
eon$ervatiotti$ arearum, quae certis casibua tUam talet, si fimrÜP ü ipsam t 

tKj^elie eonthuk 

55. 

Qaolies ET ipsam I {nvoivtt, quam neque prindpiam eonferratioiiif virfani 
Thrantm neque conaenrattonis areamm Taleat, iridaamua, an non caribus quibis- 
dam earam eombinatio locum babere poesit. Sial aeqnationea propositae: 

rf'x, au vF d0 

, rf'y, du , , , 

(1.) ^"»'-rfi'" = 'ö^^^'d^^^'^'^""' 

designantibus F=0, 4> = 0, ... aequationes coadilionales »tque ipsi t IribuUs 
Yaloribus 1,2,...«, siquidem n est aumenia ponclonun malerialinm systamtlk 
Quae ranl notae fonnulae dynanüeae, in quibna iam sappono, fiincäonem ü 

dx (ty di- 

etiam ipsam I continere. Mttltipiioaüs (1.) per -~ et mininiatiotta 

fecta, prodit: 

terminis in it|, ^9 . . . ductit per aequatioaea eonditiouales evanescentibM. 
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Ut respoclu plani cooniinfilarum r. jr principium conservatioais arearam 
lociifli habeal. primutn aequaiiones cotulitioiiales ila comparatae esse debenl, at 
Iii idcDtice: 

Deinde etiam functio a qua vires suUicitantcs pendent, ita comparata esae 
dcbel, ul identice sit: 

j dV CU 



Sed nt oblineatur integrale illipiod caao ^neni ooniriilenuDW, km opös est «t 
expreifio ad hwvain aeqmlionifi ' prwcodentie' «vnieacat. Nam qornn • (1.) 

(4.)' =yi(„^-.f I« 

alqnc e (2.) oxpressionis integrale oblineatur, tahtam necesse ^i, ut 
identiee habeatur: 

. ■ j ^t; 6V \ du 
(5.) ^|lff^-«i^| = «-gr» 

deaigiMaile « oonstanlem. Quippe quo eaaa e (2.) et (3.) 
MqDatkHmn differeatialiaiii prafraattanim; 

(6.) aiT-UH£mi{8t^-Xt^\ = Conal., 

•tre eerta eoaMHaHo prm^riofwm eotumfaUomb wrium 

beim habebit. 

Ritslfll, ut functio U ita dclcrminelur, ut aequationi (4). identice satis- 
faciat. et inriagetur, i{uaenam sint problemata mechanica, quae functioni U ita 
detenuinatae respondeant. 

Doeent paeeepta lOta liitegratioiiis aeqnattoagan dümotialinm partiafiu 
liaeariwi, ü dengnare pone qmmeuiqne fudioiiaB iDlegraliui lyitanatfa 
aeqiattmmm dHbreitfaliaäi volgariam: 

41: d^: dbe^:...: dat,:dgiiigt:. . ,:4g, 

« : — fi I ~f«i . • . : — f» i «1 :<%:...: aik, 

15* 
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hoc Mt AmelioBWB, qoM in futcgratfone hmm aeqattionui CMiitaillbiit ar* 
bHnriii m^sIm exifüiiit. AefulioaibM diflbnalialibiig 

dbi : dgti.,,i : i%i : d^s : . . . : d^. 

-fi :-»«:... 5 -f. : «I : : . . . : «ii 
wlisito Mqii«ttoiiibiis: 

Xi « a(CM(9>+/9|), f I = ii^aiB(9+ A)« 
in qnikfls «f, A eonaUurtM arbttnriae at^e 9 desigiure poleA ftmetiOMni 
f ■meynqu iptim I. Qnae fanetio 9 drtflmijntiir per praforliOMB 

dl : o » dbi : — jft » di|P : 1, 

nda 

8i looo «oordiiudanui ortiMgOMdhui mi, f 1 pqliHt iatrodoonirtar, pOMid» 
■tqu loeo eoaaltttis — poirfUir ft: 

Unde iam est fom« nutxime generalis fiinctionis V , qoae aequationi (5.) 
idenlico satisrncil, funclio arbitraria ipsarum r,- alque e;— ^( = e, — -^^ hoc est 
(listanliarum puncloruni malerialium ab iniUo coordinatanim proieclarum in 
ipsanim x, y planum, et angulonim, quo» ^ituttiae proieelM MmA tmm ndt, 
emMe im alauö Uh UHifomMer eim laüfaBi oeiifidiMianHi rolater. n» 
fnndio IT eüun ^mriittriw 4« qmcni^ oMido «ontiiMM potart. 

Aeqnationibus (3.j stÜfkri constat, si F «t ifr sunt funcHimefl ^mvui 
rr atqne diATerenUaram ipHurom r^. Unde habemos propositioieni: 

j^tatnarmu M aequafionibut differetUkUibwi dynamiei« (1.), ptmto 
X,- - r.cosr, , y, »=r,sint», , fiiHctwnea F, 4*, . . . praeter quantiMe* r,- 
tanium äifferentias iptat-utn «/ contiMcre, porro ipsam U ette funetionem 
quamlibef guantitahm st,-, r| afq«e vi—yt, detigmutte y eonUmiUm^ erit 
aeq ualiom i im (1.) inlegralex 

tilegnie fanreatum etiuB rie rapraeaestare Ueal: 

(7.) T-V-ySnHri^ = ConsU, 
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five etiam: 

(8.) 4-^-^1 i(2^)+(-^y+<-5-y)'l = 4/i"i'-2+t/-^ Co»«*.. 

Pkrt Imra «eqaaUonis praeeedaatif (8.) est aeniaiii aanmae virim Thndm 
ff|lteBati8, siquidein refeiiur gystema ad axes mobiles coordinatarun « al |f , 
tai ipaaniDi piano circn ioiüuni ooordinalarum uniforraUer rotantes. 

Ae^ationes differenUalcs (t .) notam est sie etiam repraeseatari possa: 

erit £/ fanctio ipsarum r,-, m,-, s;^ qnae praelw ha« ^antilatas ipaam I noiB 
eontinet; porro aequationes (9.) evadiinl: 

(10,) ; _f^L51- v-i. 4.^''u.i.^'4.1.«*4:. 



trat MfulioMf pnwoMmilM per ifi, Api« d!»i «idtiplieaBtiir alfM in pro- 
IfA I TdorM 1, 3, ... « trfkmulor, omnluii samma fMÜe nippediM 

iitoinile Imriui (6.). Tamtol min Uni ia f^« didi ae 



• wppo rili o— nqm drM ftnoHoiMa F, 4^, ... facta iiaalice lit 

JE - O ^ °* - 0 
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Aeqnatiooes dUFerantialM ipsis (10.) similes ill. U^flaee in Opera de JUMm 
CSpaKmM tredidit, qnaerais motnni |»laiietae vmmi drca ^ptiat medinm, du 
fonmiUie {iraeeedeDtes eecomnodatee nint quaefliti«»!, qua dnornin planetaraai 
dlerius rootus verus circa alterhu medinm eonaideratnr. 

FuncMo U forma anlecedontibus praescripta gaudet, guotie» ptmekt fl% 
qwm a se inrieem tum a cetitris quotcunqiie trahuntvr, quae circa axem ronr- 
dinatanim a uniformiler rotanlnr, communi rotatiouis velocitafe, et in qiin ucque 
ipta neque puncto nti reagtmt. Pro quibus centris etiam sultslitui possunt 
Corpora soUda coiitdibet fomae exterioris ac constitationis interioris, quae cirea 
axem coordinatanmi s eadem ac comtanli Yclooilate rolantiir atqne insuper 
■eqne a ae invicem neqne a pmiotis aollieitantar. Hia onmilnu eaaibns in- 
tegrale nnnm propositnm loenm liabebit Qni cbveniunl caaua in problemato 
trium eorporum. liquidem slatuatur, qnod proxime licet, corpus prindpale el 
corpus perturbans in plaiio fixo uniroriniter rotari circa commune eorum gra- 
vilalis centrum. Unde iiilograle proposilum iusiuni crit in problomale trium 
eorporum respecln onininm poteslatiim fxcpntricilatis el incliiialionis corporis 
perturbati alque massae corporis perturljuti, reiectiü leruiiiüs ab excentricitate 
el inclinatione corporis pertorbantis atqae massa ipsins corporis perturbali pen- 
dentibna. 

Oslcvdilnr , quomodo rl nerftiatione consetrationis ririum riranim el aetfunlione una 
contenationem arearum coucemenle ordo integrationum binis unUalibut minualur. 

56. 

Qnoliea ftmetto ü ipsam t non expUdte inToMl Ideoqne prindpinm 
ooMcrvattonis Miriam irilvamm loemn habet, integrale tminn, quo prindpium 
iilnd eontiBelar, ordinem differentiatioiium minuit dueAm nnilaUbas. Sini emim 
rtnrfQS aaqnalionei differentiaies nnmero 3m sequenles: . 

dt "' ' A 5?. * 

01 U ideoque etiam H =^ T—U ipsam t BOB ooBtinei, aeqnationea Üb« sie 
exhiberi possunt: 

dqr. dq,: . . . : dq^: rf/»,: dp,:.,.: dp„ = 

^Pi ' öp, dq,' 'Sq' dq„ ' 
quae sunl aequatioaes differentiaies 2m— 1 primi ordinis, ideoqne unius aequa- 
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tionis differentMlii (3m— 1)'' ordinis locmn toneot} quae per integrale a prindpio 
«oaiervidionls iririam vivanim nippmiilatiiin «d ordinem (2*1—3)*"" redodtur 
Conüra «i U idMHp» «Uam H iftmn t continet, aequallones differantial«* inro« 
pö^tae unius ae^ationis ordiidf 2m" locum tenent. 

Si insuper principhim conservalionis nrcarura rospectu plani cuiasdam 
dati lociifii liabcl. ordu diHerentinlionuin rurßuä duabus uiiilatibus uiinuitur^ si- 
quiüein iM'iiiper staluilnr ordo dilTerentialionuni systema'.is acqualionum dilTeren- 
tinlium vulgariuin idem atqiio unius aequalionis inier daas variabiles, ad quam 
per reipiUM notas eiimfiiattonis «ystinna ampiaticiiaa differentialiain ravoeairi 
potwt, sive eliam idem alque nomenu eoiutantiiini aribllrariarain, qaas posdt 
integratio complela.' Sumatur müm planiun datam ut planmn coonünatamm » 
et jff ao statuator rursna 

T, - r, CO« r; , y; = r,- sinr, ; 
caau quem considcrainiis oonlint^buiil iiequaliones propositae diirerontialia ((uidcm 
prima el secunda singulorum an^uloruin c,-, sed ipsorura r,- lantum difTerentias. 
lam per integrale, quod cara propoäito priucipinm nrearum concernit, fit, de- 
sigaante a comtantem aririlnviun, 

uade posito 
I» 

(1.) ««/li^ + jf«^rJ-^ = Ä^-HiV. 
8i io aeqiiatioae, qua prindpfaim ebnaenraticmis virivm vivaram oontinetttr, 

in qna k eil cÖDitaiii aAitraria, nibaülniffliu Viilores «{»«tfi+Va« ft^ Ula: 

aive e (1.) 

' fli is aeqnationÜNia diHMrenlidilNi» mbsUtaiiiitiir TalpreB 

do, _ du, ,a-N 
dt ~ dt n ' 
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mMt quantilM «. nbuA am «tat dlisreiithlibiu, quam ae^ilioMg coa- 
dilioii«l0t «IqM fnelio IT laMun ^Btttales S|, n, Wt ooatiMMBi, «de 
variabiliuiu unilate, ideoqae ordo diferenlialimiini dvtbu uftatibu 
GeneralUer, quoties in aequattooftw dUTereBtialika« propositis variabOet ita 

eligere licet, ul in iis una ex earam namero non ipsa sed tanluiu etus bina 
diirerentialia prima obveniant, quum novum integrale generaliter iiiveuire licel, 
luiu uno integraii novo invenlo ordo differeiitialionuni dnabus uMtatibu* diiiii- 
uuilur. Sil enim in aequationibus difierenliaiütos supra propoailis 9, variabilis, 
quM fai ipn B um iHVwülw, lHib«lnr 



BeiMlt. datadt aegiMttoiM 

atque considerala pt in reliquia aeqaalionibufl difTerentiallboa ul constante, sicati 
invenlum eal, numenu variabUiiuii qelf ideoque ordo differenliationiun duabu» 
ulitatibuf diiiiinntns esL 

Hl« in Mm, qiiMi f. antae. tndavl, si intognl* (8.) §. 59 \ocm 
habet, ordo diffennttoHomim duabiw wrilalttiis äntawitar. Nan li itataiatw 

dr. dW- <bi 

Ol vailabiles r,-, le,, r'i— , w', — »J = -^, alqiie aequationes (10.) 

$. 55 omnes per unnm ex earuni niimero dividantur, ipsa / atque elomentum 
dt in aequalionibus difTerentialibus non inveniuatur, ordoque differentialionuia 
unilale diminuitur, qai deinde per integrale (8 ) §. 55 altera adhuc anitala 
dMnrilur, prorsiu itaiili raüone «Iqno ^iKouu, qnoUea prindplimi ooiuwr- 
fattonlt yMtm viwum locwbibeot, onÜMoi dUbranliilioBiai p«r friadftm 
JUmA alqite oKniiiialfcinow «lenwili lonporb dvakm lodlolibw dUnlwii. 

At non omoibus CMibut» fooliof hakeliir tategnd« Mmun, siaili ratioM 
atque tn praecedeniibas exemplis ordinem diffin'entiaüonuin sdta ^riabilium 
electioue duabus uoilatibus deprimere licet. Ita non fit, ut altero et tertio 
integraii, quod principium arearuia cuncernil. diias variabilcs cum eurani dif- 
ferenliaiibus eliminare liceal ideoqae qualuor imitalibus istc ordo depriatatur. 
Sunt tantum praecedenlia exempla aimpliciBsima, in quibus iaoi absque theoria 
«of ra oondUa ill« d«pre«ak> onUiiit dilwronUtiioiiuM ifoote «e olbrt Theorie 
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•utem sapra condita docel, semper variabiliam syslema iavostigari posae, pro 
ftibos ordo diff«reiitnti<»iiii dnabu uUatibu inferior «radat; led graendiler 
flh biTMlIgatio Mflndniii pneeepta tndita portolat, il aUa eondantar sysleawla 
•a^natlamun dlffarenlialiaM, foae Meclonui ordiaaai lant, alfue ringuloi 
litonua ajstomalani aazüiaiiam iatograle aaimi qaodcoiMiBe indagetar. 



tjfstema in aliud afHoninim trunsfiirmniur. Quod una cunt iransforw^tionc aeqiiationit 
differentiaUs partialis wtläe generali peragitur. Ctmonictm elemeniorum s^tma. 

57. 

Revertor ad formulas perlurbationam $. 52 tradilas. Vidernus, aequa- 
tiones §.52 (7.), in quibos elemento perlurbata nt variabiles iatroducta sant. 
pronms eadem forma gaadare atque ipsas aequationea differaalialea $• ^3 (5.). 
Foraun aalem fllam atamorabilam, ^a ntmaupia ayalema aaqaaUoiiam differan- 
tialima gaadat, pia fra^antar in tito aafaaUoaibns alnroiit, dieam ae^Honam 
diferentialiam formam canonieam. Sunt in eiaanodi aystemata oanonico aaqna- 
ttonam differentialiiun vulgariom variabiles nnmero pari, atqne altera para 
bemiasis variabilium alleri semissi singniae singulis Ha respondcnt, ut difTeren- 
tialia illarnm variabilium aeqiialia sini difTorentiHÜbui^ parliaiibus ccrtae caiusdam 
fanctionis secimduiu ha« variabiles sumtis, et barurii variabilium diiferentialia 
•equalia sint eiasdem fancliouis differenlialibus partialibus secandum illas varia- 
Ulea aamtia atfne inanpw aigno oagativo affadii. 

Hia poBlUa traMformatio illa, qua vidinna f§. 52, 53 aeqnationea 

dl ' A - dq, 

mutari in bas: 

dt ""Saj"' dl "SS^' 
eonlinetor mb pnAiemate generali, fuodamque §t$tma aequaikmum d^erm^ 
9, quodfonomem fiummgaiideat, in aliud eimdem farmae per iHk'odtUilkmm 
: varkMUim iroM/hrmare. Qaod proUeaia etiam ralione promis diVeraa 

proponer(^ licet. 

Cotuprobavi eoini aatecedeDlibus iulegralionem aystemalis aeqnationuai 

differentialiam: j„ 

d^i _ df_ 0Pi_ _ _ Bf 

dt ~ dp. '■ rf/ " "5^' 

in qua raaioris iz-eneralilatis gratia supponam, praeter quaiitilales 9,, pi etiam 
ipsam / funcliunem f explicite iagredi, pendere ab iolegratione aequatioois 

JmibiiI fUr lUilMaattk Bd.LX. Haft S. 16 
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diflleraitifllii parlidli, qti«e provcoit ex aequaUone 

tubttitraidki In ftmetfcnM / im loeutt ^tnÜMmi pt dUbrenttella AncUmiii Y 
parHalia respeeta qmatitatBni 9« sumli, rive stalDoido 

dV 

Invenla enim functionc V, aequalinni illi differentiaü parliali salisfucienlo alque* 
involvente m constantes arbitrarias a,, praeter unam ipsi V Diera addiliuiie 
adiungendam, erant inlegralia completa aequationum: 

^ dp, er 

'S" dpf^ dt 

fefDMtia: 

dV dV . 

de^fimlibiif bt novM coiurtMiles m arliHnrIas. Videmiis igUor, inter syste- 
iBilif cammid amiintioiiaDi differentfalium vnlgarium el Mquationis düMmitiali« 
partialis integraticnem arettsflianun neaniitt intercedere. Umie otternw iroa»- 
formaUo tUMm eUam aUerhu kwufttrmaUonem npptditobil. 

In promptn est aeqiialionis differentinlis parliolis transrorroatio, si lantam 
in locum variabiliiim independentium aliae variabiles independentes inlroducuiilur. 
Neqve cUicu irnnsformationcs hactcnm comiderasse r 'identur Aiialyslae **). Sed 
dantur eliam trniisforniationes aeqiialionis diirereiilialis paHialis primi ordinis 
alius in aiium primi ordinis per substituliones, in quilius cxpressioues variabilium 
iadepradnti» alferius aequationis continent quum variabiles independoilea 
•Itertw Um diffmDtialla seamduin eu mnta parütli«. Methodos feaenlii 
dismodi efBcinidi lraB8f(DffnatioB«n haee est: 

PlrofoiUa rit aeqaallo: 

(1.) rfK, - ~AÄ+p,ilgi+ftrf|.+-+|».^«, 

in fia 

riH data ftmctio ipaarun 91, fi, . . . f«, I alfne ipianini 

♦) CoDstantem a §. 35 (3.) addiUm hic qood Kcet = 0 posui. 
**) qoarum tarnen tpecimen quoddam offert Etderiana illa methodas qaa variabilee 
pendiatw c«aa dUbraotialilMw •eamdam illaa amtia commataDtar. ■ C 
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Aequalio (1.) locuni tcnet aequalionis difTcrcntialis partialis ;2.). atque in locum 
aequatiunis (2.) licet aequationeui (1.) transformare. Ad quam elTiciendam 
transfonnalioaaiB «mmo fnotionem prontu arbUroriam Fipsamm t,qi^ qi, ... q^j 
atfiie noTarani Yuriabiliui aj, «ti • • • Qkm detamineotiir noTM 
bOci per ipsu t, fi, . . . q^, Pi« . ope ae^atioiiiiin : 

er öv 0Y 



ac praetere« italiiatnr 

(4.) 

Hii posiüs fil: 



(5.) 



Qm aequatione tubdaeta de (1.) poalteque 

(6.) Y^W, 



(7.) rfH^« -j/i + -|r|rf/+6.A».+Mo:+-+*.*^.. 

Transfornialioncm generalem aeqnationis dilT« ' ontialis pnrlinÜ!; primi ordinis, quae 
anlecedenlibus continclur, theoreinale pariiculari proponere convenit. 

Theorema VIII. 

Sinl l, qi-> qj-, • ■ qm tariabilet independentea , inier quat et ftme^ 
Umim mnm Vi propotilo mf oeqmOh üferatHe^ parHalk: 

oitmmUw /Imefio promts artUraria V iptonan t, fi i 9«t - • • f « ef 
tamm variabiUtim «i, Oi, ... a^; «Uque m Umm futmMUhm fi, 91, •■• f.» 
MnMfcieeiMfo queaUitatet 

bv 5v or 

exprituamu* quaiititates sequentes: 

dV dV BV 

• "SffT' "ST' • • • 

16 • 
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+/' V» ft' "5^: ' ög, '•• • ö^:/ 

per quanlilalea 

dV dV dV 

t, «,, «j, ... flu, ' ■ ' • ""Säb ' 

5K BV dV\ 

oeyir«!«» difmreiaiatii pmrtUM» propoMm Imufbnmia im 

offne vUerim idutio ex aiteriiu invenitur sobdUme ope 

mquidem «rf 00fiij|0 MMteM Vt mrimhUn §t^ fk« • • . f« 
jMr Ol, 4^, . . . ou, < ope oefiMift'ofNM 

öF, _ öK öF, _ er öF, aF 

au/ cognila soluUone W twriabUe» Gi, O], . . a. ea^'mun/Mr jmt 
fi, fi, ... q^y t ope aequationttm: 

dw BV dw er dw ar 

Demmurtralio tkeoniMtb ameHmHÜm Mita eo aiHtar, fBod potüi» 

dv, __dv_ Bv^__8v_ av. ar 

inde sponte sequunlur hae aequaliones: 

ar _ dw dv BW er _ aw 

'3sr~""dsr* "s^T^^TSir» • • • "skt — "^sc"» 

eUm iiiTerti poteit 
TkansTonutio gwfralb gyiltmlit MMiid MqntfONB diHnwtUliui 
Tvlgwiui dieor«natf pneeedanli rMpMuleu hoe tkenrMnle cobÜmIw: 
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Theorema IX. 

Propotito »ytlemate aequationum diferetUialium vulgaritm cttnomeo: 

dt TT öp, ' * • • "5i — 
^ ^ öp._ 

•N 9»a ettfmctio ipsanm gi, y-, Pi, p*, ... p« quaeeuaque, 

««rteMÜm «i, «1, ... 9110 /SmIo comfaMlir «efiwtfoiMt.* 

"557 0^-""*^' ••• 5i:=-*-* 



9«ani«i 0^ eflyriRMMlMr «f wUAUe» y„ f^, ... f,, j»,, p*, . . p. 
functio 

!»«• I tt MNMt «I, Ol, . . . d;,, 6,, 61, . . . 6,; raeeiito 

= yCjÄii^b»...««, 6.), 

systevia aequalionum difft reidtnlium rulffariutn canofäcum ttt «ÜM 
flictfm Äoc per subsUtutwnes profotiiat trtuuformatur : 

TkeorMMtifl praecedmUs gravuiiid denoulratio, quamqaun htm in qiuestio- 
BibiM npra traditb cantiiietar, si brevittr denno adalraen pl«c«t, Imm habetar. 

E syfllemite enmioo froporilo flmuit ae^atkuiefl symbolieae fefmotef, 
lifiiidem foraralaruD nofanmi 



1» * ' i 



dt 

recorderis: 
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/ d^^ \ 

Me • «ystenale eanonioo proporilo MfiaUir: 

m dt ' 

inwiiinias: 

Qm0 «Mpatio symboliea tyaleimi ctMmieon trtMfonmtuin suppeditat, «t^ 

dtp ify 

W - 

qoae ex illo sequitur. 

Unde fünclione FT per ipsas ai, «b, . . . a. cxpretsa, it: 

(»0 -äT "Sri' "gsT"*" "^-••» "ss"-*- 
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BKninatis quantilatibus 9,, p, ex expressione fi-\--^ ope aequationum (3.) et 
(4.), evadit illa functio ipsarum /, ai, o,, ... a„ 6„ frj, ... b^, quam stalnamos: 

erHqne anbflilntis ipsanmi cxpreanoiübus -^-7 , e (8.): 

(9.) -gj y a., ... ^- , , . . . _ ). 

Ouae est aequatio differenlialis parlialis Iransformala, quae locum lenel acqua- 
timte differentialis paitlalis proposilae (2.). Erilque prorsus eadem subslitutione 
(8.) el (4.) systema eanonicun MquaUomim diferailialiiim viilgariuin pro- 
poiilu in aliad eanonlciun transfomatnm. 

Tituuformationc ganarali theorenale aBtaeadnite propoaita, eoaiinetiir 
illa in qua ut vnriabilos noTae slatuuiilar denmita problematb appronmatf. 
Sit anini in theoremat« illa 

(10.) /. « f+n, 

unlqne functionos / et Y iia conparatae, vt mbstitulis in f loco ipvanmi pj 
az|Nre«si(Miibns 4^. prodaat 

(IJ.) -|f = -A- 

considerari possunl quauliiwtp> o,, o,, ... a, lamquam constmtm 
quae afficiunt solulionem \ aequationi« differentialis partialis 

Maoqaa ex iis, qnae supra probata muit, considerari possunl ai, Oj, ... a, 
6t, . . . m «IflMMfo euuUmäa, qnae affiefaml intafralla eoapleta 

dq, - /"'^ .'S^~ i^» • ' • gj^= J»«» 

5a. " da, -"^» • • • 5^"""*- 

aeqaationum differenlialinm 

(18) j * ^T' * • • • ir" as:» 



(12.) 



128 C 0. J. Jaeobi, mm metkodiu «ftiaf. iiftrtnL forHaU» juimi ordim» ittlegnmäL 

(hioties igilur vice vem in aeqnaUoiiibmi (12.) ipsae ai, bi nt conslantM 
eoDBideraolur, sunt aeqoaliones Ulae (12.) inlegralia oompleta aefnliomun (13.). 
Qnolies Tero in aeqpialkmibns (12.) ipsae Of, ht nt Tariabües oonriderantnr, 
qaae in loenm ipsarum q,, pi ope acqualionuni illarnm subslitaendae snnt, 
docel Iheorema propositoni, transToraiari ea subsUluliooe aeqnationes 

dl ' rfl °" 5j 

in aequaliones sequenles: 

da, dSi ^ ^dSi 
Uabemus eniin casu proposito: 

Qnae snnl formnlae dUTerentiales elementorum perturbatoram , quae a rapra 
propostlis lantnm eo discrcpant, qaod in iig —6,- loca ht scriptam sit. Sifttmm 

elementorum, qnae in modum praeredcntvim per aeqvalione» differeuiiaie$ ca- 
nonicat delerminafUmr, ei ipsum äicere cowoemt canonicum eiemeniorum 9jf$tema. 



S8. 

In anleeedoilibni dnae fnnetiones, quamm differentialia 
nnt in fonunMUs systenatibas caa<Miids propocfto iet Ifnnifonnalo, iatar M 
dUTernnl. Qnoties Tero fimctio V, qnae in praeoedenlibn» ez «rbilrio aarnmi 
polwat Ipsan I aon continet, orit 

dt - 

ideoque fi = <p, alTe in ntroque systemate canonico fnnclio iUa eadan wit. 
Bo can etiam relaliomea, qaibns novae Tariabllaa e Tariabilibtts prinordialibw 
detemteantnr, ^Mam l noa. inTolvnnl. Uade ai variabilea nnt deuienla pro- 
Umnatii approximati, etiaai novae Taridiilef non niil «lind lyileiia etenenlornm 
einsdem problematis qpproximali erunt Qiodsi igitar fonnnlaa differeniiales 
elementoniin periurbatorum hac ratione fterum Iransformamas, naneitcimur 
modtim maxime generalem, quo synlema elementorvm canonicum in aiterum 
tygtema elementorum canonicum Irantformetur. liabemus enim e theoretnale, 
permutando ipsas qi, pi, ai, bi, resp. cum a«, 6,-, a,-, ßi propositionem se- 
qaentem: 
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Tbeorenia IX". 
SM fonmOae üfermtMet dfHMümm perturhalorum, dengHmte H 
fimeUanem peHuriatrieem: 

doj^ _ dp „ ^ dam _ c ii 

dt ' öt,'' dl ~ c>A, ' • • • "Ä"" db„' 

flbj_^_öa dtj_ ^ ÖSl 

dt dt ~ ba,^ ' • ' dt " ört, ' 

•M '"ii «19 «•» Aj /^i* ßm fuHCttonea eleinentorum praecedentium 
fli, «I, ... t^, 6j, ^, . . . 6., 9Mie, demgmmte <p funeStmm fWüiftrf 
i > i »r iw i «1, «a,...«!^, ttt, «s. ... «r., oft ittt pmitma per «eywrt — e r ; 

6,, -55^= A,, ... 6., 

äetemünautur elemetUa novo per uyatema aequationrnm difereiUUÜimm prortiu 
im, dQ da^ _ Ö« 

Transluriualiu gcnerulis clemcntoruin canonicoram^ quae opc funclionis 
•rbitrariae Iheoremate praocedenti efGcilur, redit in ineihudam Dotara, qua e 
Mlatione eompteta aequationis differentialis partialte primi ordinis dedacitar 
MlBtio Amctionen arbilrariam iinrolvons, qiwe ^hir fmuraB». Sit enin F 
folntio .aequadoiris dilTeraiitiaUf parlialis, ad ddm integratioorai e theoria 
■spoaita radacaliir problenM approadnatun, atqoe iaTolrat V ooutaoles uki^ 
trariap «i, ^, . . . au, ite vt aiiit 

cJK . . dV . 

aequaiiones finitae problemelis apprgxitnati et quantilalcs a,, a,, ... a., 6i, 
... 6. eius elemcnta canouica. In locuiu soluUonis V eliam acribere licet 
y+tp, designanle <p cofiftanleai; de qua aohittoiie complata dadndlw gaienlia, 
il oonatans 9 «talutor -ftnielio a^lraiia oomtaiiliwai «d «bi • • • «L» •^pw 
diferenliito parliali« «qrasikMiit V+ifr reqiacta ipaaran «i, o^, ... ailnta 
BiUlo aaqoipaniitar. fitataaBU hmotionani ^aaram a^, ... «AilrariaB 
blTolvere praeter has quanlitales aliaa eoiiataalea arbitrarias Ci, i^« . . . «r^; 

-J«wa«l flr MatbwMUk Bd. LX. Uaft. t. 17 
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elimioatis e K+<jP ope aequationam 

SV er a» er a» 

«pantitatttras «i, ... ludHriittir nova »olatio aUat m onulaatfla 

ariiitnuriaB inTolveiia. Ettam de hae dedaor powonl aeqmtionaa finitao pfo- 
UraiaUfl apiwoziiBaÜ, firi^pe qnae ennH: 

— 5^; 5^; • • • — ^tr — 

Sed quanlitales «, functionem K+f/) tantura afficiunt, qualenus in ipsis a,- con- 
Unentur ac praeter has explicile in funclione tp; differentialia aatem functionis 
V-\-(f respectu ipsarum o,- sunila supposulmas evanescere; unde eril 

c^(K-i-y) ^ 

aofuatioMf mvae lillae frobleaiatif Inbentar: 

eruniqae «i, a,, ... a^, ßi, ßj, ... noTa eleiieiila canoniai doleniiiMto 
e primordlalitaf per hae aequatimef et iOas aupra aanmtas: 

Off 9r . 

Elcmenta autem nova canonica inventa si in problemale pertorbalo tamqaam 
variabilcs speclnntur, eoruin difTorcnlialia cxprcssionibus similibas aefoalia 
evadero debenl aUpte elementoram primordialium. Q. Ü. £. 

IVwi/iinMli» «a, «im« in ff. oneMmlMtitii« ifodUa «a^ «|je« ^«Mrolior pratpanttar. 

59. 

Sed quanta generalilate gaudoat Iransfomalio aeffeattonii differentialii 

parliaiis primi ordiuis el qnae lüde pendeat systemalis canonici aeqaaUontun 
dilTercnlialiuin vulgarium supra §. 57 proposita. sunt tarnen aliae, quas Uia 
Iransformalio iion lunpioclatur. Scilicet adhoc sequenles addendae sunt. 
Sil rursus aequaiio traiisrormaiida : 

in qua /", est dala fiinciio ipsarum /. 7,, . .. ^„ />i, p^, . . . p^; Bit eliam 
V rursus functio ex arbitrio assumta ipsarum /, , qt, ... g«, «i, Oj, ... o., 
inter quas vero quantitales ium statuauius iosuper iocam habere aequationes: 

f = 0, * = 0, . . . . 
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Tum, |K)sito runus Vi—V~ W, eril aequatio transformata: 
linldMi poBÜiir: 

^ - f'^Tt — ^'sr-^Ti 

" - f^~7E^+*»7c^+*tä:^+— 



0 =f.-.^+^isr +^Ä;r+- 



dq^ dqm 9?» 

Bz hit aeqoatiffii^s, qnlimt ipsa« «ddimliir l^ssO, «^sO, eUnüNatis 
^1 , , ... detflniriiiaiidae nuit qi. • • • Qmt Pi^ Pi* • * * Pm P®'' ''if • • • 
iii ^9 • f • f>mt earamqne valores in expressione ipsius (p suhslituendae. 

Si multiplicatores , /U, ... evitare plncet nequc lanien sjnimelriae 
formalarum derogare, transformationctn elintn sie proponero licet. Artjiia- 
tionibus enim F=0, <^> = 0, ... inter (juanlilates «;, l assuiulis, quaruni 
namerus sit m—k, sinl r», n^, ... functiones quaelibet ipsaruui /, qi, q,^ ... 
Ot, Oa, • . ■ a.; licet onilM 91, 91, ... (j^ por ipsas Oi, Oj, ... a. alquo 
wma qouililates fj, 1^, . .. exprijuere, qnae expreMioow elininatis rj, 
ff^f . . . r« aappeditabunt ai—A aeijnatioiies inter ipsas fi, fi, . . .* q^, «j, 

Aefsationes ^^==0, «1^ = 0, ^am ex arkttrio assami possint, iani 
earnm in locum slalaere licet, ipsas q,^ . . . q^ esse functiones arbilrarias 
quanUtatam a«, • ■ • a», r,, r,, ... r«. Quibus electis, sil 
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Unde eril: 

äVt - —ftdl+p,dqi+p,dq, + -- + p^dq, 

Mirffli+^jrfozH i A^da^. 

Airamta iam ex «rbilrio ipsarum o,, ... a«, r,, r,. ... r«, I function« 
ilalaliir: 

orit 

Ex aequalionibu!« m i A.* 

•I p«r rofwlvlioien teqotlioiiiBi linoariiui determiiHnitar pt^ p»^ > • • pw 

r,, r,, ... r,, a,, o^, ... a,, 6i, Ät» • . • f» •* eliidaalis p,, /i,, . . . ^ 
babonlur k iiuquutiones inter ipsas r,. r,. . . . r., a, , a,, ... a., fr,, 6;,, ... b^, t, 
i|iinruiii opo ipsao r,, r., ... r« ideoquc ctiam p,. p,, ... p^, q,, ... 
pur «j, ... ««, Ä,. 6j, ... i,, / determinari possunl. Qui demde valores 
in vxprusBiuDC subbliluendi sunl, ul ilia solar um ai, a^, . . . a«, 6i, frj, . . . 6«, I 
AlficUo evMhrt. Tnuuforaiala antem aeqnallom 

dVi = -ftdl-{-p,dqti-pidqi + "'-\^p^d<i. 

In hanc 

In qulbw eil Ipsanim y,, y„ . . . p,, . . . al^Be y ipswini 
/, «I, «t« > • • 4a« • • • fundio, aioial aeqvationea 

•lt«ra in alUirnni Iransformatae sunt. Subatiliitis in f, loco ipsarum ex- 
prMwiottlbBf in loo<> ipaarui 6, expreatioaibua evadimt 
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ÜMies lUae asqMtkNim tfümatfales putialef, qatmn igUnr tan per nelhodnn 
ptopoiltMi tnufonMOoMf novts naoli ammw. 

ffi isn, transformalh) MdMi oMiMliir fltqM §. 57. TnuforoMtioMfi 

quas ex aatecedentibus pro k<Zm oblinemas, etiam novas trmiifonnationet 

systematam canoniconim aequationum difforenliBlium vnl^arium suppeditant. 
£t similiter atque in §. antec. etiam systematam olemonlorum canonicoram 
Bovas inde eruimas transFormationes. Quas transformatioaes, siagalas binit 
modis, seqnenlibas theoremaUbus proponam. 

Theorema X. 

DetIpmUe i mmunt 1, 2, ... m propon h m tili t gtit m a aequa^ 



4t Wi' "5 



porrg aeqmiiimet 8ai+l 



. dV . dF ^ dt» 



,quanm aeqmüomm ope, a rf peca l it ^paif F^O, #»0, . . . , et riÜ wfci arf 

ef MC «a» /teadio ^ per ip§am l alque 2» mmm yww lff a ley 4;^ 6«; 
fMi ^pwnM fi, |ij ««tore» ti Mt6fllfMiMliir I» ttftemate pn^omto aepMt" 
ItoMM jyerwiftBftw •dSf«M«MNi, frawM/braiflfttr Ühid te 



Ferro, in loetm ^tmrtm pi, ii $»ibe$i4o «M 
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alterhu tohUio t ^lerim obibielmr »okMeme per aefmatiomm: 

V, « F+ W. 

T h e 0 r e m a XI. 

DesitfHatile i Humeros \^ 2, ... i», dala sittt dififre/Uialia elemem~ 
tomm proUemaO» atieuhu perturbati per aequatUmet: 

ät ""ST» 'w — "Sä;^ 

detigHaMte S2 fimethiim pertmrU M oe m ; gimwiiir fmeHo «rMfrarfe V 
elAMHlonM Ol, ihi • no9§nmque qmmMntm «t, «i, . . . «u; eon- 

*< = d5--*'d^"-^'S^ ' 

^ dV , BF . 

quarvm aeqvaüomtm ope, adtocafh ipsig f = 0, r/» t= 0. . . . , <?/ eliminari 
pvssunt multiplicalore» A,, A,., ... et detrrtuinanfur 2m clcmenta o,, 6, 
/>er norum sygtema elctuenlunm a,, ß;; quae elementa Hora si efiam in 
functionem perlurbatricem Ii loco iptorum a,, b, introducmtuTf iHcenhmlur 
diffcraüU^ d mt mt omm no^ tg^ematü a,^ ßi P^ formtda»: 

Obtinelnr theorama pneoedens e theoremale X. statneiido, fimetioiies V, h\ 4*,.., 
ipMUD t non inyolv«e, 6l peramlaodo pi, fi cum bt, mt, tHqa» ki, mt cum /}|, 
TheorenuiUi praacedeiiüt elinn htnc alteram forauun induere poMimt: 

Theorem« X'. 

Detigiumte i mmtrat 1, 2, ... m, propotUtm tU tpttema oefmMomm 

df, ^ Bf, ^ 

fftelMMAr fMMtiletet fi, 9^, ... f. g gfu g fa t et^priMiraiftw ftriNeetafiie 
^«tt» f «oea n i fg qtiantUatum Oi, Oj, . . . au> de$ig~ 
MMle A MMMTMi Mfl yit 1» ae fMe / tfw awl yep m mb i wm ; mtm i almr d tim de 
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fancHo arbilraria V earvndem qvantilalum aj, a^f ... a^, ri, fa, ... r«, 
atqve condatUur aeqtuUionea tn-{ k: 

■Rv 

, . dV 6q. , da. , . co, 

f«r fum de lsimimiUißr qmmUMa r„ r„ ... r*, f,, . . . jmt 
f —w Wfato «1, Ol, . . . Alt 4i9 • • ' «(mm ywBtWfcrfef 

fit • • MMdbn ftumUMe» iaermbutae erutU; giMn ttAriUtOk 

qHarUitatmn r,-, y,, exprcMinnihm per eatiem ipmUi/Mm Uty «fi, ... 4^,*, 
6i, A3, ... 6a, < e<Mfl( cxkibealw functio 

qmbtis facti» $i exprestionea iptarum q,^ ... q»» Pi-i pt^ • • • Pm per 
»tr Ott ' • ' Ai, 6t, . . . 6., I Muwwfag MbMtmmhir ia $g$temalB 
aequaHtum» äiferealkilUim propotUarm», cbtiiiebihir koe mmISv fbrmae: 

d<p ^1 8^ 
«towl «MfHoCisiMt di y iwii iilfafat parlhlet 

fMW oAfiMMiHP jNHMurfD w olbra leeo pt, m ßUera heo bj, pmr 

etudfm aeqvetUmet altera i» alteram traiufonnaatmr, et atterüm »ohtio 
eae tdteriat htMm per aeqaaUtmem 

Theorem« XI'. 
DeripMoU i amaeraa 1,2,... m, data ehU tttgtretOiaSa elemeatonm 
prMematit «fioriNt peHarbaU per aeqiaUkme$ 

dee^maale 12 fimeUoaem perlarbatrieem; UtOeaalar dtoMufe Ai, o«, . .. o» 
ae^ptaiia e a y rfligio iitfltw fiifdiwewMfiie jioeanMi ^MmiftafiMi m+ A, 

«II <«n ... «»» «it ^1 ... **, 
äe$igaaate k ammam aat iptii m ae^pulem mt ^ m adaerm; onu m l a 
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«Mufe fimelUme arbiiraria V eu r mii e m m-^k ^p a m Mfahim y ß 

/;^r qua* dcttitHineutur m-\ li quattläole* fj, ... «x, 62, ... 
per qwMitiUite» nocat 9m: 

«t» «t» • • • "mi ßly ßit • • • ßm» 

MijpraiiMiMf clMmfoniM ... hx^ ... jmt 

«M 0^2, ■■• c:., /^n /^2) • mtnfihnmhir i» fimeüone pertmrbaMee St, 

Hflcc nllera thoorf^nialuni forina commodior est, qimties in prion focan munerai 
•equationufli — 0, ^ = 0, ... valde magnus habetur. 



De CM» quodam «iwptfdMMio, 9H0 « sytUmah elmewlonm ooumrieo «AmI 



60. 

Paucis agtun de (ransfonnaUoiiibni simplicissimis, qaanim tarnen 
quenüssimus usus crit, alius systemalis canonici clenientorum in aliud canonicam. 
Sunt elenienla cauonica, quontm differenliaiia huiusmodi aeqnalionlbu ex- 
primuntur: 

^mniB aequalioinni mtagntio radit in inMgnlioiiem aepationii dilorMtiatif 
futitlif: 

ilqrfdMi in fimetimie pertarbalriee i2 loco ipann« bi, 6,, ... 6. ponttar 

••• aive qnod ideni est^ redit intcgratio aequationnB dife- 

rentiaJium vnigarium praecedentium in integraliuuem uequationb: 

dV =^ -S2di + btda, + lhdeh-\ f^.da.. 

Vm«biw dnas daues syalenatia canoniei eleoMMitonini, alteran, ipaas 4h9'>..nLi 
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•nplectonletn , potiliram elasgern, «Iterani, ipsas 6,. b.. ... ampleolonlom 
negalivnm classem. Kieraenla bina a et h voc^miiiis conju>;ij|H. Bina el«MTi< nta 
coniu|?at6. systenialis simul ox altera classi in alteraiii Iranscunt, si altertu» 
eiemeHÜ tigmm muiatur. Si funcliuiies qua^icuiique eluuienlurum, quae ad 
aitaran tanlui din«« perlinent, ul bot» etemmta illios daasb talrodac«re 
plaeet» tMiUinie alteffiiw daiaif draiMita, qnae novis illls eoniugata m»I, 4e- 
lerraiaantiir. Skä ex. gr. dbwi» fot Um m g d e ment a«, «i, . . . a. ea^trtgtm 
per eMm femülate» a«, o*, . . . o^, fitae «1 meea demtnto dorne poaUieae 
^fteieellmi peeUo 

erit 

Vnde coneiäerari debent quaniilate* Iii ut noca eiementa aUeritu ekusit^ erit-' 
^ elemeolem ßi tjpw «, conjugaium, ehe erU: 

Ib propositione praeeedente loeo Oi, «i poBere Ueet —bi, —ßi nmulqne loeo 
bi, ßi poaere »t, «i. Uado flnil altera propoallio, eayreail» bi per «üb timeeim 
ßi, ekmaOa eheeb poeUieae, ipeb ßt eonAvoto, fleri 

S baae tnuuforaiatiOBfai modBm um can illo ipA eola oivtatioBe «ifBl bbIb* 

aea plurium elemeBtonui efficUnr, vidifim ttenuB ilernmqiie adhibes, iam hac 
via simplicissima ex OBO syateaiale oloBieBtonaoi caBoaiGO diverMaaima alia 

deducere licet. 

rt per melhodum generalem supra Iradilam tfruatur Iraiisformalio illa 
sini[jli( i^i^ima, qua bina eiementa coniugata, ex. gr. Ui et bi, allcrum ia allerius 
claäi»eui transeuDt, statuatur 

eril 

qaae doeet aefBalib, ri loeo ipriw Ot iBtrcdneatBr »i—bt^ eieatentoai eoBiogalBBi 
fMid erat b^ leri -^ai, q. d. o. 

JmiimI nr MälhMHtili Bi. UC. Ilafl». 18 
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n-aiu/briMffiHMt mlMMfanln* 99HabiH t ei ijtta HmfalOj «I 

^crrfNCMJifitr» 

«1. 

In §§. 57. ^ 59. tnuurormalioiiiin Mquationon differentialiiim partialimi 

treneralitfltem eo rt-slrinximus, <|U(«(I iKuim vnriübiliuni independentinm immatalaa 
reliquiiniis. Quam restrtctioDeiu si niisaam facünus, ita agendum est. 
Sil rurhus 

dV, -- -f,dt \-pidqi-hp,d^j^ \-Pmäq^ 

»Ufüe y Tuucliu urbilraria ipsüruui yi, 9,, ... 9«, / atque novaniiu Oi, a^, ... a«, i: 
fit aequutio transformata 

d\ \ , V) = — -g^<ii i iidOi-H6a«to,H H^.«*«*,, 

Hindern slaluilur: 

dV . dV uV 

ST = <V • • gjj:« 1»., 

Ex bis aequationibtt« detennlnandae nnl 1^ fi, fi, . . . 9. per «if «i, . . . «u« 
fri, ^, 1^ «Hpie valores ernti rabstituendi in expreirioae quo 

fkelo erit 

d(Y,-V) = _i.Jlrfr4-*.rfff,+A,ifci»-f--'r&»*fa^ 

«equolio Iraiisforinnla. Si in rnodnni §.59. inlroducunlur aequaliones F -= 0, 
«/>- 0, ... inler ipsas g,, ••• ^ ••■ *»••» r, nil in prae- 

cedentibna milftbltv, irin qiiod Ioca ipslos Y poBeBdim ait V—XiF—li'i» — 
«uitts expresaioiüs differenlialla parllaiia aiuillipUcatoniiD A,, A,, ... non continent 
dilTerenlialia, nl quae in exproasiones F,*,... eraneseentes docta aont 

Ui 0 propositione pmecedente generalieri dedncatnr casus, quo Tarin- 
liilia indcpendens t imnintata manel, soribalur in iocnm ipsiaa V expresrio 

deaignanto V fVinclionem ab ipsa f yncnani. Qm faelo aeqnatio 

-f 

abit in 



» = #. 

Reiectis igilur posl dilTerenlialiones factas lermiiiis in r — t duclis ul cvunos- 

cenlibns, mutalo y in K+(T-/)/i, abU |1 in differenüalia -1^^., 

•3J-- voB nmanliir. Uode ai portremo i loco t ioribitar, fodle palel, quo~ 

anodo • praacadeile propoilttoiie feneniBori dedaeantur aae, qma {§. ante- 
«edmübus traditae saA. 

Si aaqaalio differaBtialla partialii proposita ipsam funclioaein quaasUam 
Kl contiaal, ita afendam aal. 

atqwe contineal f praeter variabiics l, 7,, q.,^ ... 9,,, ;>,.;»;. ... luiliUc 
ipsam F; aaramatvr ipsamm F, /, ^t, gi, ... 9., ai, a,, ... a., / funclio 
foadibal fF; erit 

Jinr 

aiqpddam statniUir: 

BW aw, dw dw bw bw bw 

BW , dW . dW , 

Ex his 2*1+1 aa4|iiaUoBibu5, advocata ipn fimctioni» W ezpresflioiie ex 
arbilrio aasamla, dalermiitandae ranl f. I, fj, f], ... ^.^ j^t* Pi« • • • Pm p«r 
T, 0,, 0., ... 6t, . . . A,, ac valores inreiili in aiLpresrione 

ipsins snbsliUifliidi, qno faeto aeqnatio differrattalto praacedens erit aeqnatio 

traoiformala. inter ipias Y, l, q,, q^, ... 9«, r, «t, «j, . . . a^ aequa« 
ttones F^sO, 4^ = 0, ... locam habere stalnia, tantnm necesae eat, nl in 
praecadentibna loeo ipaina W poDatnr fT-f • 

Haeo annt Bazime generaiia, qnae de Iransforaiatione aequatfonnii 
diSerenUaUun pariiaKnni prfani ordinis inier nwnemni qnemennqne 
praaeipere Beet. 

18» 
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Affitur ilf usH inlegralU cuiutlibel »yxlematis aeipuUionum differtntialium mlgarium. quod 
non eaiH in teriem integraiium redeai, quam methodtu $upra propohta ttÜ poscal. 

62 

Adiiolavi supra §. 56., si principiuni conservationis arearutn respecla 
certi cuiusdam plant locom habeat, anam variabilem cum oios differentiali 
proraoB ex MquatioBilnn difwentidibu abire, iileoqiie ordinen diflSBrentfationam 
mdUitibtts duabas dimimi; idem yero, qnod pro mo integnli illo III, boi 
avenire pro aecaado et tertSo inlegndi, ^Md datar, priaoipiui eoaaarralioni» 
arearmn respecla etäu$iibei plani locum habet. Quaeramas iani, qaemiuni aHiim 
mm e tribas illis integralibus percipere liceat in ea integrationü via« ^nn 
supra proposnimus. Eum in finem andminn has consideraliones generales. 
Antea antem processum generalem inlegrationuin, ^alis e supra tradiUi habetur, 
paaeis repelani. 

P^opu!^ila iotesrratioue aeqiiationam dilTerentialium 

d(/i : tiq^ : • ' : dq^ : rfp, : dfj : • - ■ : dp, - 
df öf öf df df df 

in qnibaf f est data ftmclio ipianiai fi, f^, ... f., jpi, p», • • * J».9 e prae- 
eepHa nqpr« tradiifa ita afendiuD erat. 

bitegrale p tin um sponte habetar per aefnaftioBeBi 

ia qua a est ronstans arbilraria. Integrale te em A m habetur Ht » «i, ri datar. 
fündio if,, qaae Identice aatiefiicU aoqualioni 

siquiden Semper sletuitur 

d(f i'w (}>p itp dq> 
6p, vq. cp, vq, (]p„ (fqm 

lani u praeceplis Iraditis non integrale Icrlium quodcunque invesligandum est 
MV ftiDCtto Ui quaecunque satisfaciat aequalioni 

sed eiusmodi functio H^^ quac duabu£< ^iiinul salisrariat aequationibua. 

C») iH,,n-- o, t//.,/y,] =o. 



Digitized by Google 



ThSaie iavMligtida «rit finctio /T,, qaae iribus aeqoationibus 

fucUo jy«, qnae quatuor aequHÜonibus 

•le. ele., deiiii|W fivclio 4*^4 fw» Mqnatioaibiu 

wrtirfadrt. ffit imrwitis ftmctioiiilni, iategraüo oonpleta aefnatloBwii dÜMm- 
tialiara proporitaniiii ad meras quadratOTM revooata «nrt. Sdlieat MUrt m Ib- 
tofndift aevurttoniifli differaiftialiai projHMitiiniiii ipsae «eqnlioMec, 

e qnibm deiide determinantur p,^ pt^ . . per fi, ft, . . . f., htibMitir 
«—1 raKqiia integnIUi p«r fmnnlas: 

qaihis «xpressioneB sub aigHo sont düerentialia conpleta, quoran igitir 

faltegraüo nonniri qaadralorai poseil, QuanliUriM 0» «n «U-i« ^i* 6^« ... 

mt constantes arbilrariae. 

Aequiiliorii'S. quihus runclio //, dcfinilur, ex iis qtiae ^pra $.33 de— 
monslravi, vuriis muilis transronniire licet. Scilicel in aequationibas 

[//,, n - 0. [H, ,H,]=0, ... (JSf,. if^] = 0 

loco ranctionuni f, //,, H,, ... alias quascunque ponere licet 1, in qnas 
illae ope aequalionum f -a, H, -n,. H a.., . . . H; ^ 1, , Iransrormfiri 
pos9iinl; iiec non supponcre licel, ope iiarum aoquationum o fnnclione quaesita 
//, eliininata:> esse quantitatns /v, , />.., . . . p.. Statuaulur ope earundem 
■equaiiouani eiinimtn esse p,, ... pi ex ipsa f omnes praeter f»i. ex 
ipea Ifi onnes prael«' pi, ... ex ipM enmee praeter pf, ringolie aequs- 
tienibvs ÜF« — ÜLi»«»-! in aiagali« eliainetiontbiis ettaeadis 
reepectiYe reieetis. IHra aeqaatienes, qoibos Bi aatisraoera debet, bae fiaat: 
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0= [i/.,/J =^^+f' #- + 



_ gg. Cff. 



5g. c>f 



gg. c//r_ 
g/»- gg. ' 

^g< öÄ. 



dg. dg 



'1-1 



gg. og. 



flu e ipM p„ « /Tiaoi ipM jH, ... e irj_t««iL.i ipwiF. 



dir. 

* I 



gp, ^g< 

gp,+i *" ^9" gp- 



^ 

gp, ^"if 



gg 



gp. ^g.. 



dpt ^ gp, gg; 



^1 

gp, 



Hm funt aequatione« (</.) $. 17, quanin docni snpra i 
f |. 1 20, priimui qoaereas ftmelioaeid, qoae •eqoalioiii prinae, itäaii» 
4u»kmt prinlf , deiode ^ae trttnu prinii etc. saliaradat Sed 
p*AttiA, «I alia via deteraiinandi ftodioiiein Hi commodins inaalar. 
•XAmplam aimplieiMiinum prodan. 



iatardoB iaii. 



rei 
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63. 

Integrati« rimlluiea bUuunm aeqnationnro in theoria pnecedente primiia 
olwenll iB inYMtigatione fimcUonis JSTi, quippo qoae dubns aequationibu 

•imiil miafiMer« MieL B f. aiilec. lim dm« aequtioiws ope ialegraliun Um 
iBventonnB f^^», 4 = 01 in dms diai tnaaforniiiidae sant. Sed itabnma, 
aeqoatioiuim dUbrentialiwn proponlanni praeter im intagralia Ula ^=0, Ht—»t 
baberi tertinn: 

' y SS Const., 

it« vt identioe lit 

iv»n = 0, 

traiBforDiolio illa non adhibenda, sed baec invesUgaadae ipsias //, ineanda via est. 

Si habetur {<p, U, j - 0, statu! potest Hj — (f neque igilur uiteriore dis- 
qaisiliono opus csl. Ciisum quo in valorom uumericum. ox. ar. ^1 

redit. sive f^eiieraüus in funrtionpni ipsanim /", //, in sequentibus exciudenius, 
quippe quo melhodum supra traditam rclinerc cuuvenil noque tertii iotegralis 
inveiti 1100a eriL Quibas suppositis poierit seqnente methodo e fudioiie 9 
alia Bt derivarl, pro .qaa, Biemi pro ipaa 9, A [Ifa«/] «»0, atand varo eliani 
Mil —- d. ?<mnam: 

gnae eo nsque opadiniattda 08l noTanmi fttnetionaai fonaatio, donec penreoiatar 
ad bmctionmi {Ai..t^B^^At, qaae antecedentiiim f,Hi^^, >1|, >la, ... 
Imicllo est 

i|i»iie liiiHMio prach-rra e variabilibus q^, pi nollaui involval. Sil F fuuctio 
aliii ((uaocMinqne oarundem quaatilaluiu f, Hf, <f, A,, A^^ . . , A^^^^ dicd 
urmutH, halieri idciilice 

Etenitt «x aeqaatiene idenUca generali (Timor. V, f. 36): 

t[V,/],*.l+£[/;fia,VH[W,¥'],/'] = 0 
«equikvr casu noatro, quo [f,Bt'] — 0^ aequatio: 

[[y,n,Jrt]+[[Ä,v],r] = 0. 

In «pw ai looo aneeeaaiY» penitnr 9, Ai^ A^, A^t aafoantnr, 
qunia aaam sit «s liypolhafi [9,^ 0, alia ex alia aeqaatienea 
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Porro fit 

Unde, qamn expretaknies in singnUi dttiarartteUa |«rtiaU« ipdis F ■ittiplicaUw 
UentSee eYaMtcnt, IH q. d. e. 

nA«liir Meudo loco; 

fhr» «nun fit: 
haketar 

IJnde eruilur foiiclio F, quae duitbus aeqiiationibus 

(F, n - 0, [F, II,] - 0 

iiraal salislacit, si ea indagalur ipsanun tp, Ai, ^i«, . . . At.t faacUo F, «piM 
Identice efficiat 

ign in aeqnatioiM V est data ipsaram. 9, ^1, Ä,^ ... Ametio. l^aae 
i7i in bac inTesligatione Uunquam eouilantes-eoiinderari poimnt, qii^iie 
sccunduni qua* fimotio qnaMita F non differenliatv. Qua de re in 7 looo 

/, H^ otiam »»nrum valores coiislnnfi^s a, <r, ponore licet. 

Per regiilas nolas habetur F, si F=Constans est integrale aequationaai; 
d<p : rfJi : dAi : . . . : rf.i44„j : dAi^i = 

quod syslf^mn locuni lenet uniiis neqnationis differenliatis ordinis >k 1 " infpr 
diiR$< vnrinliilcH Ouani, si introducitur etemeiitum dr, etiam per banc aeqaa- 
tiooem k" ordinU repraesentare licet:. 



dt' ^' 

»iquidefii in oxpresaione ipsias )P loco ipsanun Aiy At^ ... A^^i ponitnr 
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. . . ^T-i aequatiails FsaCoUL est intafnle, iiiTeiiilor 

foncUo quaesila //,, si in F loco ipsantm » • • • •jjCT" resliluunlur 

valores A,. .i,. . . Ai_i. In bac quaestione usui est, quod quantm sU ordo 
aequalionis di/fereutialis, mim inlegrnle umim inreniri debet ad delcrtninandam 
fuHclionetn Hj = F, totidtm e duuhus inteyralibus — <p — Comt. integratio 
mova aequaUomum difereiUiaiiMm propotüarum deritare liceat. Vidimus emm, 
Ii k—i ist« ordo ait, haben integraUa nora, 

^jssComl., At^^CwalLf . . . Ai,^i = ComL^ 
fnao a ae «1 a tribas intogralibm datia ind^eodaiilia nuU. Qaa ro altioria 
intafratioais incommodim ^odammodo compensatur. 

Patet anlecedenlihiis. eisi integrale (p- Consl. non id sit. quod in serie 
integraliiim secundmn mt-lhodum o me propositam successive invcalii^andorum 
ut integrale terliuni udliiberi possit, eiuä inlegralis tanien cogiiilionem in- 
vaatigationem terüi integralis Ari = Consl. plorimum adjuvare, siquidem ex- 
preano [^i, non m nnaiem radtt aliom atfne aarOf neque in ipsaram f. 
Ml AnctloneBi« 

Praecedenlia applicnntur ad itmesiigandum utum trium üUegraiium quae cotuervationem 



64. 

Praemissis considerationibos praecedentibus gonoralibas, reverlor ad 
propositum; quaerimus cnim usum, quem in integralione nostra percipere liceat 
o Iribus integralibus, quae principium conservalionis arcarum concernnnt In 
appUcationibas ad Dynamicam est f=a aequatio, qua principium eouervationia 
vninin vivanun cmtualiir. Sint irjs«h, qt^duuL aafBalU»ef bime • 
trlhu, faaa prfaic^am areanun eonslltant, livo Iribw txpnmäio^Slm 

/ iz.^ dy. s / dx. rf» \ X df, dx. \ 

aoiUbitia per qDanUtatea fi, fi, . . . q^, pi, pt^ f^, A 
JmimI flk Mathwtik Bd. LX. H«ft a. 19 



Denonftravi supra $.51 (2.), tuüberi 

£y, = [v», « [Fl, V»] = 
Hiae secvadmn praec^iita S- «Um* tradtta, sMidtar [9, Jl|]».^a, [ilt J,^ 
ft jli s — /l, =^ — y, ideoque » 3, ^| !P= — ^p. 
Ponendiim Jan eil: 

sive 
liva 

<pd<p+y/dif = 0, 
caiiia aaqnliiHda habetnr iategrrie: 

JSi; =s s Conat.. 

Cami igitar propodto aeqaatio diffracntialis, cah» telagrale toraidri ddhebal 
ad determinandüi U,, tantuB jw^mi«» oidäiem aaoandabat, eratqne aeqnalionniii 
differentialium propodlanm wttm tantum inte^alo novuni ^'- ConfH., quod 
e dato (f " Const derivari polerat. Aequalio illa priiiii ordinis qnnm sine 
negotio integrala sit. hnbcmu^, si Iria intcgralia principü arenniiii locnm habent, 
duas fuDcUoues Hi^ H,. quae idcntice salisfaciunl uequationilioä: 

If, H,] = 0, [/, /rj ^ 0, L//, , = 0. 

Loco aliam aUw qiuniililiat Amctionaai ^wamm f, ffi, ponave Uoati 
asL f^. ftuieliaiiani 

qaae plenimque commodiores furmulas suppedital. Invonlo quolibei integrali 
Hi = Const. in serie integralium secundum meiKodiiin proposilain invesligan- 
dorum. supra vidimus $. 22 ordincm systeiiialiä aequalioaunt differentialium, 
quae iutegrandae restanl) unilatibus duabus diminai. Hinc inlroducto uoo io- 
legFali H, ssConaL in loeaai daoram yaCoast., ^«Coiut., nihil noa pro- 
fedflsa vlderi potaat, faum aüam daobui integralüiaa fafftafean^aa iavanlia 
aeqnationam diffarenttaKam prapontaram ordo dnaba» eailatiliaa diaiiBBatar. 
Sed iioe bilarest disorimaa, quod introdacto ano inlegralt 0,— Const. rnethodum 
nostram inlpj»ralioinim adltibere liceat, qua quolibei novo integral! = Const. 
invcnto ordo (iiirerenlialionum duahus unilatibus tliininuitur. Sed melius adiittC 
metbodi propositae indoles his considerationibus pcrspicitur. 

DemoDslravi supra §. 56 modo particulari, quod atiam e Üieoria pro- 
pailta feaaraU pelf poterat, qaotiea aann iategrale 
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locum babeat, ope huius inte^alis unam variahilem r. una cum eius dilTe- 
renliali ex aequaüonibus diiTerentialibus pruposilis prorsus aiiire, unde 
ordo diflerestiatioiiiim duaku nnilatibi» mimiitiir. ScUioet posito ti^ih-^Pn 
6l eliniiMta ope MqutioBiB pnecedentis, ▼■riabiliuiD «i, «i, ... e. 

eorumque diiTorenlinliuni solae difTcrentiao o, , ^— in aequatituiibus dilTe- 

reiilialibns proposilis remanent. At ne boc, qnod ea ralinno Incrainur. com- 
modum rursus pcrdamus, iiecesüe esl. ul ad reduclionein ullfrioreni ordinis 
difierentiationuin ea tanlum adhibeainuä integralia, quac el ipsa variabilium 
«1, Ol, ... e, non nisi ffifernitiM conlinent. M qaod in inlegndibvi dvobif 
reliqais, qaae ad principiam oonservalioiiis areanun partbiaiit, 

(dr. d», >y < / '^'"z \ ) 



loam HOB habet Qua de r» pro hia dnobiia integralibos eerta eonm 
binatio adhibenda est, in qua angnloram «i, «a, ... «. non nM dlierantiae 
obraninnt. Cnioaaaodi combinatio est aeqnatio 

Ubetar eakB, deafgoanle e baafai logaritbiionun aataraliwn. 



aive posilo 
babetar: 



Si = (»4 cosi^i, r, = QiSin Hi, 



V'-y/-! = -2«»e^'»>'-V;l^-t-?^-l.co8ii48inij*-^li 

19 • 
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iftbt < et im Bunuui di^d pneoednte bilmlis valorÜHis 1, 3, . . . rf» 
qaidem rttmt <• est mniiene pnetemn nilerielimi, iDOtu deter^ 

■inandm |iropoidter. Quam mmmm pelet ipsanun Vj, 9. solae 

diferenüas eonlinere. Quae el ettan ipifenni * > • eolae dif- 

fareiitias eonliBeet, faelle efidtBr etfeneiite eeqnalioidf 

'h dt) 

ImBgineriie ideelii, eeqmlio pneeedeie in harn aiiit: 

{(jq. dl/. do. dct \ 

_ 1 dt), dti, dt], dp. 1 

quam data uccasione aduolare placet formulam. 

Qnm astecedontilnu easn proposito paleat, in ipsa inlegratione aequa- 
liomra differenliaUnm propo«Harain ia locam doomiii inlegrailiiii ^»CoiiaLy 
^ssCfNUl. adhÜMiidaii e«e udcuni ^+^ssCwL, qnaeritiir, qaiaaB 
ima ait integralis y = Coiist. Bive ^s=Const., qnod fiaeler iategrale lioe 
^tf + H>il> ssCwuL liabetar. CuIub is esl osits, qnod eine integralis beneficio 
quadrnturne siip(»rsedeHlur. Sinl cnim Hy — Oi^ </> -- y'o, cos/^, V' = )'ai9\i\[i, 
tria iiitegraliu, quae principium conservationis arearum conslituunt, dcäiguanlibus 

coDstanles arbitrarias. Inventis uninibus aequalionibus inlegralibua 

dti du- dM, do 
inier quanUtatea ti, mi, a,-, invenilar epe aeqnalionis 

per formulam npra tradilam §. 56 (1.): 

dB, '-^'^'l-W 
df 47M|tf 

E qaa fonttda per qnadfatnn» Talor ipiint e. emendna fefel, eni taiMii per 
aefnatleiieBi 9 yikcoe/9 aive yr^j/mtiSmfi alve aKam ez IIa coaflatam anpev- 
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•adetur. Fit enim, »dvocaMs ipsomin (p, if/ expressionibus sopni traditis: 



Qwm MfotliomB ■llenitra po« inMÜHtfoiieai valomn -jr^-sf-^-ff' » 
ftf im |iffO datif kabenliir, detaralnabir aiiie qoadrtlara. 



H—oartrohtr, jiMHfott probitma me<^€t»%ctm, qito princ^^ auuervationii mriiim t w arum 
«I 

«d _ 

65. 

Consideraüonibiu praecedentibos aestimari potest, qnae melhodo pro- 
posila lucramor, si in problemate mechanico praeter principium conservationis 
Tirium vivarum tria inlegralia locum habent, qnae principiam conseryaUouü 
areanuu concernant. Systemalis aequationum differentialium proposili 
dqt ' äqjZ . . .: dq^ : dpi : dpt dp„ = 

«I «rdo ft»— 1, fii per integrale /»a revocalor ei etdiMM 9»— 9, ae per 

tria itttogralia principil arearnm JSTisza,, (p — ^aicosß, yf = ymttbäfl, ad Or- 
dinem 2iii— 5. Nam licet iam per duo integralia f—a, fl; — n, ncqnationes 
propontae ad ordinem 2m~4 revocentur, ponondo o/ = r, ^ », et eliminando 
diferentiale ipsa «. ex aequalionibus difTerontiallbus sponte abeunle, ad- 
DOtavi tarnen, ne ipsa K. in aequationes differonliales redeaL, loco integralium 
<f=y'a,cosß, ui — ^OiSmß uniciim lantnm ri//i//— adhibcri posse, ideoque 
Unlum unilate ordo 2m— 4 udiiuc diniiauetur. AI metiiodo noslra, qua int«~ 
grale qnodlibet dalia omwiderattoiiikur aatiflliMReiif otAmm iWereoliationvM 
iBitaliku daaboa diaiianit, At nt dvobni integralibu ff, » ot« ll( » «t edUMtia, 
qpdippe pro ^ibiu identiee habelar 

[Äi,/] = o, [»,,/-]-o, [//.,tfj=0, 

0r4o 2m— 2 revocetw ad ordinem 2m— 6. Flait igit» caM apeelali, 
MsaS, e methodo tradita propositio memorabilis: 

Quodlibet problema mechanicum, pro quo principia cotuervcUiotüs cirium 
vivarum et arearum iocum hc^ent, et in quo pontio geometriea $g»temati* 

r, od quadraU 
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Propositio praecedens paallam a gravitate sah eo amittit. quod. ni vchemenler 
fallor. nullum extat problema mechanicum. pro quo dictn priiuipia generalia 
locum habeant, et in quo positio sjstematis a tribus quanlitatibus pendeat, 
praetor duo iUt rnttm pmcti ynmm cenlrm taam wUnOi et Klitfwii» eor- 
poris solidi nnllls Tiribus wOieitali dm puwtan eh» fbam. Honui mton 
probleflutnm mlaüo oompleU i«n ex longo tenporif tetonraD» iater AMlyttas 
constal. At posterioris certe problematis redaclio ad quadralnras extoUi seiet 
vi polcherrimus gloriae titulus^ quem adepti sint Analystae decimi octavi saeculi, 
qui tarnen aequationuui differentialium integ^rationem perbene callneroDl. El 
postca magnas laiides iustamque admirationem meruit ill. Ijogramge, qui istam 
ad quudrntura^ problematis rcducUunem vel sise advocatis axium phncipalium 
corponuD proprieiatibus, quibot Buleri aaalysis aitobalar, m ci p e r e Muas fiMrit; 
id qvod pro fpteatfda ae paem Inoiriaiito arlto ■aatfaHiliaae habeaiw. Qn 
de re fortawe hob diqittoaUt Aialystis, qood hie mem taataa fliae aazilio 
proprietatan axhmi prlncipaliaa, sed adeo sine certa variabiliom eleciione — 
^id? qnod sine fonnatione aequationnm difTerentialinm problemati illi parti— 
ealarinm. reductio ad quadraturas cfBciatur, nulla re in subsidium vocala, BÜi 
qaod in problomat*,- assiL'ualo principia j^encralia mcchanica valoanl, 

Operae pretium videlur, timullmeam duoram problematum mechanicoram, 
de qidbas dizi, redacHoMB ad fiadralaraa, aecoidaB «iilhodaii tradilam ge- 
neralefli encmidan, aecaradaf ezpoaere. Si notas propoflüi pertefcaalBr, 
eadoB analyib aiiio alteriore calcnlo diffBrealiaHa doBcatoma p«ilaibatoiM 
nppeditat ($.52). 

SobUio »amUatua pro bi tm aH» de mol» jmncit vtrtm» caürum fixmm attracU alque pro- 
blamaHt de maHomf tarptri$ toMdi mmtti$ eMftw «aJIMMi ein» | aii Ll iiii fSxmm, mm 

66. 

Eligator aiodos foieaoqae, in allere probleroale positionem pimcti in 
spalio, in altero posilionem corporis solidi circa punclum eius fixum deter- 
minandi, quod fil in ulroque per quanlitnles tres, quas voco 9,, 9., q^. St 

■^ = 9). "^9^* *^ expressa semifumma viriom TivanuB T 

f»» ft» ffj» flu 9it 9*t 

poüMHS, Jf=s eaie ae^aationaB priaeipiB« eoMervatioaia virian vivaraai 
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eonslituentem, atqne Ht = aiy 9 = ao V = Ot tret aequationes, qaae 
principium ooBBenratioiris areanm repraesentant rospaetn Irhnn pluMMnun intar 
s» ortliogoBaliiiiB, in altaro proUeaiale per oenlniiB attradioais, Ib alten» per 
pnDCtan txnni corperis duclonim. 

Qmntitatfls a, a,^ a',, aä' , sunt constantes arbürariae, quae ipiaf AneSoMf 
B, H,^ <fj ^ Boa afficiauL EaKprenis JST» ifi, = iEÜS^+^V^^ 
qMüUUileB fi, 4ki fbt Pi^ pi^ «tqn« aeqaatioiiibiii 

//=a, ffi»«!, fli»«i, 

in qaÜHig «, = ^ala|+ala^4-al aj' dctorminatls quantUatibui pi, p^, pii per 
9i> f^> 9^« ^ Pi^i+Pt<(f2+ps^ differenUale conpletun, peiltoqae 

M Mfnnitibaa e^ «i^ Ai, 6|, 6| eonatanlei arltflrariaB, eradimt e $§. 38^ 
34. aeq^onea: 

H = af Hi = at^ H, = 0,^ 

inlegralia completa utriusquc problemalis propoaiti, eruntque (res aequationaa 
poatremae aeq\iationes finitae problematum. 

8i motus propositi pertarbanlur alque in problemaübus perturbalis aequatio 
eoneemena principiun eenaenmlioni» -virinDi Tivarani fil 

H+a = Ceosl., 

int e $. 53. dÜBrenHallt ^tonentonm pefftorketonun dala per fomnUa: 

A — "ST' ~ aft, ' dt ~ ö6, * 

* ~ ~ 'Sä^'* dt ~ da/ 

lam ulim ili. Poisao» in Commenlatione praeclara Actis Academiae Parisiensii 
aMi 1816 ittsarta eipreiaienM differentlalet elemenlaruB pertniielenni pre 
Uroqoe proUenale aonunnni analysi iaveattgarl peaie demwilravit Sed ipaa 
prablenata dne iipe> lM he t a eadev «Bdyä Uc prlaui, qnankin «rede, ui- 



152 C a. J. Jatobi, 



üftrma. pmrMa» 



lam oerta yariabiliwn electione ÜRCta fipimdu farreatM pro altero 



Di mofai iwMCfi oer««« cenlnnn fixum attracti twundum legem NeuUmuMom; formuiae 
tUfftrtntimUa eUmemlorum p m lmMon i m . 

67. 

Sint (»CMi}> (trini^cos«. 0ilH«siii« eoordinttae orUrogmudM muMli 
•ItraeU, ipectato centro fixo at infUo eoordioatwam; posito ~ = q', = if, 

= rf, massaque corpuris = 1, fit, designante te^ viin aUractivam pro uniUlo 
dislantiae: 

i // = i { (. V -f- f]'n' + sin' 17. «'e' } ^ = a, 
(1.) \ = ()*sin''f/.o' = o,, 

\ H,^ { JI, //, + ,f y H V'^' }* = { »?'»7' l siuV/ . e'e' }* = o, . 
Quae nolae sunt fonuulae et faciilime probantur. Quanlitales 17, • hie nmt 
eaedem, quas §. aatec. per qi^ 9,, 9, denotavi. KU porro 



QautitateB 17, , ri hic eaedem sunt atquo $. aniec. per pi, pa» denolatM. 
EUmiMUi 9', il e (l.): 



(8.) 



Bia sobstttnlia valoribos fit 



(3.) 
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Hic noo lauluui patet, quud generaliler proliavimus, expresMonem 

dUrwentiale «EMtana «sm, sed w, qai wi summ, vwliUliuB dMlüMM M 
«ffeetun mm ▼Memw, il in expreiniiM illa diffannlnli adoo Twiabilw 
Tfmtatb ML Uem ovenil pro leg» •llractiaait ipMonfu, fu» a jup tto l lT 
per finelionem — taMun opis «it, «t te «spreMioM Ifätu V tale- 

oadnto looi» ipiim powlnr f{Q). 

Ex ae^tione (3.) fluuai secnndam praecepia $. aalac. tradita iniegralia 
Adla protlamalif: 

(40 i+» = -^= fi 4 TT, ■ 

ca.) ^-^-f^-'^^-J^^^^f- 

Ftt pfiaani 

Bin i; I 

porro e (5.) habetur: 

Daibde eril: 
•i^üdeai sirtaitnr 

(11.) -^-a» ^ 1ÄM=553 
SttboUtatis (7.) et (10.), aequatio (6.) in hanc abit: 

(12.) bt = Aroeo»(y - cmn)- «, 

JmwI tu UaU k tmMk Mi.Lt. BMt«. SO 



(13.) CMT/ - /^^-cas(«+6,). 
Denique habetur e (4.): 

tJLk « /l — jjp /1_/Eg° P'^P 

(14.) x'+Sap » iV+a«M$.cat£, 



(15.) |+6«_L^/,rf£ = _ii:^-J^!±^. 



Ut aequationes inventae indiiaal forrnam simplicioreillt pro comiantiblM ar- 
bilrariis adhibitis alias introducam. Sit 

(16.) yi+--J.=ne, J '^1?» 

fiant (14.), (11.), (15.): 

(17.) (»»ul(l-e.coa£), ^^^''''^ -^ l+is.cogai, /*(<+*) = £-e.«nÄ. 
B quibni «eqnatioiib« patot, fiaattlalai E, «, /«(I+&), >1, — mm 



Ponaani porro: 

(18.) /fl^=.ig,-, ude ^»ooi#, 

tt e (9.) 

(19.) coalcofi} = fliiiiauii7eo8(e— 6,), 
(|uae (locet aequalio orbittun pnnett attraeti «a»« planan «tapw designare I 
MmAUmm orMte alfoe 6« IPayiKwMMM» «mü «fCMdieMtfi orMae ideoqne 
ertl ^ aequala nwlW fHaMfawe «eai^MnHnelfi awt fl ^J fea to e |Mr coiiaMi 
incHnaM» orbUtte. Unda iam quinqne ooutantes frbKmiae «i,'aii, 6, bt 
•ignUcalion«» gaonalricam hiTenernnl. Reala! aequatlo (la) qnaa e (la) 
In bano «btt: 

(20.) «oan «■!■»«»(•+ W = «inl:iin(«+y +*t)- 
Haae ronnula docel, es» -J +i, diitaiUkm perihelH a «orfo Mcenäente. 



C'jV. /. MM müMn Mfiat. 4i§trmtL p ortfa lw prM «r^M» hltywü. 15B 



E theoranuto f. 66 proposilo imt differenlialia eiementonuii pertor- 
batorum: 



da 








dt ~ 


ÖSi 


A 


dSl 




da, ' 


dt 


dsi 



in formuiis eel 



•1. ' " 

-j^ • • • radix quadratica semiparametii maitipKcata per cosinum inelinationis, 

«Sl. ... ^ndratiM seaiipmndetri, 

6| loBgitodo Bodi asoeiulMilli,' • ' 
^4.(, ... ^istoilla pefOttlil a noäo monA&Blt». 

Designante igitur, ul notationem usitatioreoi adhibeam, A semiaxem maiorem, 
h radieen qaftdntlcaiii miipttttiietri, « iiidiinliinivB, t tai^os p«ifli«lii, 
fi loDgituiHaflin nodi afleendeiiliB, a dislantiam eiof a pcrihaUo, flaut ISf^^idM 
ülforeiitides damantaram parlofbalaiiiBi: 



(21.) 



1 dA o ' O J2 

3s , — « A" -r— - . X' — -j — — — mA" ■5-7-» 

dt dl dt oA 

dm _ dSi dÜ 

dpi __ Bü d.hcMi _da 

* «II - d.JI<M«i* * -Ä •. 95r' 



qaae fonnvlaa aequivalaat aaquatiaiiih» dWeraiKalibaf lafBaulttas, in qnibas 



dt' - c* ' 



(83) 

^ = — jr- -R-, 

i2 data aat AumOo fftmm m, $, », t, val adaa aa^aattaattaa dif- 
aaqaaatibai: 
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(23.) 



dae , ,dSi ia! **x BU 
ÖÄ^ d^ _ «*y da 

= a 4- 



dt ' ' (U (»' eis ' 

!■ qalbiii ü Mt dtta.ftuMlio ijpMnn x', y', Per thIm m- 

llo^ supra Iradtttt «z deBMiloram caMudeonmi tyitoamte p«|p(Mll»NiuMni 
lUa IkdlKne derivarinr. 

Si placet, qiiod in ralcalii conmotiw «M, ia locum lemporis perihelU 
Ol demaitiim Introducera ^wkam seu volarem rnnmalim mtdia» ffo / « Ol, 

ÜMfle dadmitm e (21.): 

'Sr - dT' "-df - "'^'^ "ST» 
nliqnis formalis (21.) immutatis maneDÜbiis. 

Quaeramus adhac ipsias runctionb Y expressionem fioHam. fit 

4p a >l«liBfitf, 

Wide 

^3tM {£+eain£-8|^r7Aielg(^^ ig-|)t ' 
III pom», posMo «ii»sail = x/i4(l— 

« »*Areeoi(^)-«ftiMWtAreo(w(clgidfiv). 

V - ,yA{fi+eriiiÄ-2/r:?A»elg(^tgf)|+«»AFcc«(^) 

+»Acosi|e— Arocos(ctgtclgf}) |. 
b AiMreatiMula lue «cpmrione Mmuäm ooislaBtas arUlnriaB ^> ^ fMM 
te Imud Ipsanin i^, «a inlrodiiei poMniil, adhibendae sant 

0 = cos£— esinJB-gj-, 
n 



Imtegraliones antecedentibas faclae sunt rcspective inde a ümilibus g -A{]~e\ 
17 = — t. Quorum limiturn in differentianda V secunduni cunslnnlcs arbitrarias 
respeclum non habnimos. Scilicet quia in expressione V lermiiii sab signo 
integrattonis pro Ümilibus Ulis evaflescuiit, ande Tacile patet, terminos e limiium 
mMione pro4enita6 crramoerö M«ofBe ncgiigi pocse. 

68. 

Methodus generalis etiam facillime Hpf)liralur proMcmati colcborriino 
de puncto versus duo puncta üxh, quorum dalur <unt massae, secundum logem 
Neulonianam ailraclo. In cuius soluUone occupalus invoaeral Eulern praeter 
iUefrdl« 4m • ptiidpiii wamrniMb virian «I «retram 8ii|ipedilato 

iitofnle tertfnoi« fM pfvHiiwi nl MfwtfamMi ^MmaiUim pcfni ordbils 
takr Ans vuialiilw revoaalMtar. At mmmo vM «fnfii •cuniBe et Intrepido 
Mdno indigebat, nl per vaifai tfniffHim MquMoiii difforcntialit eonplloatb- 
girnae reductio ad quadratnras snccederei. Nostra melhodo per regnlam ge- 
neralcm absquo omni cniculo inslitaendo aequatio differenlialis revocnri potuisset 
ad qnadraturas. Determinalis enim e Iribus illis iulc^alibus x', y\ b' per 
X, g, « et tres conslanles arbitrarias a, 0,^ o,, qoas principia conservationis 
vlrliiB ▼franun et areamni et integrale ab Entero inveulaB involTUtfl, «ninl 
■cqnalioiiet trat: 

.ia qnibus expressiones «ib signls inlegratioaan differentialia «xacta »ont, 
problemalis proposili aeqnalknes &rilae. Nec non etiam huius prnblematis 
sine ullo calcnlo per pNfOiitioMt «Mtns geaenlea habentor formttiae per- 
Uirbaloriae. 

Quolies in problemale mechanlco, in quo principium consenrationii 
vMm vhramni valel, positio systematis doabus quanlitadba* • te tade- 
peMdenUbas 9,, 9, delwalNlv — ^ioi ex. gr. evenit, pando anpr« diliM 
mperflclMB Im tbmt hifmkOmm «Mto — wn mdMio liilegFHidi aeqnalloiies 
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differenliales parliales primi ordinis non egebat, sed sufficil Lagrangiana, quae 
ito Iribv» wiabilikat pro peifed« hab«ri polest. ProUeiiMls efsmodi pendMrt 
ab rintegratknie ««fialioiiis dÜDranÜalis «ecmuH ordpni* istar duM TariaUlta,- 
fOlM^ ri praeter dictum pHvdpioiii .allerun iwotesdt integrale 

ferocatar ad ordinem prinnm. Sed secmdim methodum BoMran fenenden 
vel etiam secondam ipsam nettodim Lagramumam imegraBdi ae^inlioiies 
differentiale« parliales primi ordinis inter tree variaBiles, Aaeo MfMAlio 4^- 
ferentialis primi ordink inter dSsw tmriabUet eemptr mä guadnUmm reooeori 
pole»L Sit onim f~a aeqiialio pro viribus vivis. ernantnr ipsaram p|, ji» 
▼alores ex aeqiiaÜooiiiQS f=a, fi = a^^ delerminabit aeqöallo" ' 

positioncm systematis, sive pro puncto siogolq, in data superficie moto, oiaii.^ 
orbitqtUf alque altera aequatio 

J\^*i&^M'*+* ■ ■ 

potUiomi tempu». In hnne casnin, qui Saturn intogralion^ a«qiniKonis dif- 
fventioli^ parlialis primi ordinis inter vaHabiles. <r;« requirit, .in qua ^na 
vaiifabilinin, fonclio fnaesita, ip^ i^on obyonit, »empla praecedentibas.aliegala' 
redewiL Nam introdueendo ooordinatas polares per integrale a {viaeipio conser- 
valionis arearom petitom unam variabilem simul atque differentiale partiale secon- 
dam eam sumtom ex aequationc differentiali partiali eliminare liret. ande tres 
variabiles indepondenles ad duns rovocanlur ntquo aequatio dilTerenlialis partialis, 
acutus intcgratione problema peiulet. ad alitim inm npiid ill. Z<a^ran^e traclatam. 

Nolum est, aequationes dilfereutiales vulgares lineares secundi ordinis 
inter duas variabiles ita comparatas esse, ut post allerum integral«; invenlum 
ahenim timUffli i'^adratnris-peindeal. Probiemaia meohaiftca vidAilians"duoere'' 
ad äKas aoqtattovn difereiitialofl volgarea secmdi ovdiniii InMi^ dmls VarfaBU«» - 
ita comparttlas,*'«! poat- dllenmi integrale 'fnTonldili'alletwn a* aoliii quadrabins ' 
pondoat, et quae neotiqnam sant lineares. 

Gniusmodi ex. gr. est aeqoMio differenliilis noU^ma, quae lineam bre- 
Tisslmam in data superficie roncemit. quippe quam desrribit puncfnm ifi super- 
ficie data moveri coactum et a viribus nallis acceieratriöbus soUicitalum; undo ' 
babetur propoütio: • . •. ■ . • • 
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reimdlt^ eosicis, cyliodrids, in qubw intefrale an am ^nte se ofert. Ae 
grenenliu, ^wkl diximas. valebit de aeqnationibos differenliaUbw mcmA oi^ 
.4i^B% B fAn pendenl poblraiat«, iniefnKa hampodi 

mmaikm vtl «Mm mMcml Pacile «ate« palel e supra iradilit, ^säAtmi» 
in^leMta — rinrini Ue tricWi nb KonM 

methodain propo>ilaoi omnibus problemalibus isoperiaielrici^ adbiberi posse, in 
quibos expressTO sab ^i^io integratiönis quemlibot functionum iacognilaram 

dq 

numerum earumqoe diiferenttalia prüna invplvat. Posito enim 9^ = , li 
proponihir aequalio: 

ponatnr 

■Hpe «limiaMln' «k Imc mp r eM i w a ip«M fi, ... f per M f i K i o a n 

• -'^ ^ _ ' 

Ovo Ibdo p«uMit ptoUeaa, qaoi ÜMfl« e ngilis boHs etlarii twtaliOMB 

cooprobatnr, «Iqiie ex analysi elacel, quam npud ill. Hamilton inveiit, 
ab integratiMie coapleta fjtfCMtis «equIkNuni dÜBranliaUiim ▼aJgariiiai 80* 

'Ä""" ^» "3r"" ^» *~ 

dp, _ cU dp^ €'H dp^ _ öB 

QnMi Wcgntionein covplelM dMtoBstravf oMaari per aite y t»H< wp i a com- 
plalMi M^iwis dÜBfealiaUt pirlidb - 
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cV ÖY BV 

Umc Butem inlef^ratio per methoduin novam Lic propositatn absolvilur. 

EUiam generaliorem casum problemalum t.soperimetricoruni, quo ex- 
preSMO sub signo inlegralionis praeter diiTerenlialia prima fanctioDum incogni- 
Imn MarenUalta alliora ordlnit eninlUiel iavolvil, coodiigil ad fnlegntioBeiii 
•eqaattoiili dilforantialis parlialis prini oriliiüa reyocan. Qnae aequationes 
dUbraalialei parlialea onnea eo caaiinodo gandenl, qaoA fnctieDem fnaeiHam 
iiya variabilam dofwadenlaai ipaa« non involvunt. Sunt tninen problemala 
{wperimelrica, quac Arquefinnf? differenliales parliales conducant ipsain 
eliam variabilem dependenlcm mvolvontes, ea dico, in qtiihuä expropsio, cuius 
yariationem cvanescenlem reddi oportet, non immediate ut integrale proponitur, 
sed d ipsa ab integratione aequalionis differenlialis primi ordinis pendel, quae 
praetaraa ftnclionet toeogaitaa aammfaa dilTareiitialia ' involvtt. Qdn adeo» 
ü aspraasla, adaa variatiaMai «vinaMaiitaB raddara propoailar, per aaqoa- 
tioiaB tfffaraalSalaai. oiiaalibat ardinia datar, qnaa atiam fnacHouaa inoognilaf 
«arampa differentialia involvaL qaaaaUoaaai ad integrationem aequationis dif- 
ferenlUdis partialis primi ordiui» revncnre contigil. Unde et ilUa qoaaatkmUHU 
Talde generaiibas mcthodos noslras applicare licet. 

Qnaestiones isopeiiniclricas, quae ad aequationes dilTcrentiales parliales 
priini ordinis revocari possuat, antecedentibus eas esse supposuimus, in quibus 
/wfffWrmrf mrim aariaMw sa« aarao« iadagaalar proprielati auadmi adniiniva 
fatbfadaHaa. Qaaanaai audoga eztent circa praUanata iaopariBalriaa, ia 
qoibaa foaetioaes doanm varlabiltaai aan Bupcrfioies qnaaruitnr, integrale 
duplex propositum m«ximum niainoBTa raddantaa, Midoribw omiaiilNia ra- 
linqiio InvaaligaBda. 



Jla rtUUianünu taapliGusimu, quibtu diferenHalia partütHa «ariabUiim Momdum « t e mM l a 




Syilena ^menloran, fuaa aflMunt soluüones problemaliai padiaBi- 

cnrnm secundum melhodym a me proposilam inventas, praelerea quod for- 
inulas perlurbatorias simplicidäimas suppeditanl, aliis adliuc gravissimis pro- 
prietattbua gaudent. Quas seqaenUbos exponam. 
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Sil V fonetio q nantiltlnn 

ffi» 1*9 • • • J»* •!» • • • ^9 ÄH • • • '/i 

BB ponanmi 

öi7 = ^»» ^ = ^" 

Ex aequalioBÜHis (1.) at (3.) sbit fi, ^a, ... f., j»», >>•!»• «xpraMM 

p6r Alf A|) • • • Omt ^1« ^1 • • • ^mt Ai At • > • 'jh VfCO VCTM «i, Ih) • • • 

6,, 6,, ... 6. expreasae per ^„ . . . 7-, p„ Pi, . . . />., /„ t^. Que 

nnl «ZpreMlones, quas in sequentibus siibint(>]|ignm, si qiianlilales gi, q^, ... g., 
Pm " ' P» secundum a,, b,, vftl vice versa qunnlilales a^. ... o,, 
fc^, 6,, ... 6, secundum q,, p;, difforcnliontur. Snpposilionein, quaulilates 
9«> Pi P^"* expressas esse, ul (1.), (2.) idenlicae evadnnl, vocabo 

$i^^Hmtiomem frimom; sapporitionem, qnantitales Oi, b; per q,, p;^ tj it« «x- 
prewas eise, ul (1.), (2.) idoiücae evadrat, vocabo $tg^»o»tötMm 
Sappoaiüoiie prima focia, differentienos aetpialioties 

- h 



Supposiüone secmda facta differenliemus aequaliones 
1', Pi-, prodil: 
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In bis formulis indicibos i, t, k, A tribui possunl A'alom 1,3, ... m, exceplo casu, 
(^uo i, 1 ipsam t afficiunU quo casa iis valores 1,2,.../! eODTeiiiaiit. Expressionei 

^ foiituil »0, u A ab r «Terri nnt, rat ^=^1, «i k^i, 2»/. 

Ifvltl^IieeBtiir ae^Mlioaes (4.)^ (5.), (6.) per 

da^ c■a^ c5a, 

"5?^' 

ac posl BiaUipIicatione^ faclas instiluatur summntio secunduin indiccni k, hoc 
est, ponator saccessive 1. 2, ... m ioco ipsius k et cxpressiones, quae iode 
prodeant, «ddttrtiir. Quo facto per (7.), (8.), (9.) lundsciNr e (4.): 



(10.) 



(120 
a (5.): 



(14.) 



• (tt): 

(16.) 



(11.) ^^+J'Z^ ^+...+JlL.s±L _ _i*L, 



(18.) 
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Si dtrique parli aeipialionam (100, i^^ )-> (l^.), (18.) respective addilur: 

9*r a*v 9*r s*y 

«efnaliottM inventae (10.) — (18.) sie exhiberi posfunt: 



(10.») 




• 




(II.») 






% 

— ja, ^ 
oa| 


(12. •) 


"ST" 






(13.*) 






— 2ir~» 


(14. *) 


da, 
«Vi« 






(15. •) 








(16.*) 


5T, 




öl, ' 


(17. *) 


• 






(18. •) 


ar, 







Ut aeqvatitMs DOTem praeeedenlaS) qnae «imt gravia. et elegantia tbeoremata, 
recte intelligantiir, leneri oportet, expreaiiooos ad laevam omnes referri ad 
sappositionem secundam, qua considerantur 2m qaantitates et b, ut functioncs 
ipsnrum ... q^, p,. ... f,, /,, ... /„ aequationjbns (1.) et 

(2.) idenlice satisfacienles alque illi ipsaruni a, et 6,- valores in expressionihiis 7", 
substiluli siippoQunlur, oalequain secandum differenlianlar ; contra expressio- 
nos ad deziram omnes ad snppesitionent priaiaai perttaent, ^a eonsideraaUir 
2«! qaantitates qt el pi ut fvnctiones ipsarnm «i, «i, . . . «i., . . . b^, 

ti^ tt^ . . . tf, aeqnationilnui (1.) et (2.) identiee satisFacientea, alqne illi 
ipsarnm qi el pi valores in expresslonibas Tj. substitnti snpponnnlnr, anlofnam 
seenndnm f| differentiantur. 

21» 
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70. 

Ae^aliones inlegitdn lystenatis aepationam iBffereBtialiaiii wlf ariaü 
proposiU sab daabns raaxime formls eoniideranlnr; exprimnntvr enbn aal in- 
aognitae onines per voam ex earam nvmero (ez. gr. tempas in qnaaatieidbns 

madtanicis) alque constantes arbilrarias, qaas integralio complola spcum Terl, 
aut exprimunlur conslantos arbilrarine per incognUa?. 0"« »n incopnilas 
etiam dicimus earuin dilTerenliulia, quae inferioris ortlinis sunt «Iqiio sunitni, ad 
quem in aequalionihiis düRTentialibus propositis ascpndunl. Aequaliones puste- 
rioris formae ila coraparatae <unt, ut seuicl diiTcrcntiando constantes omnes 
«fUtrariae aponle abeant, ideoquc apquattonilnis differMHialibus, quae inde pro- 
veniuBt, per ipsaa aeqnatlonea diiwraliales propositas qponte satiaftal, cuio»- 
modi aeqnationei inlegralea prae eeteris VMavi inlegralia aa^ationnm dif- 
farenttaliiini proposiinrum. Arquationes integrales, qvae molam elliplicum con-> 
cernunt puncti seoundum legem Neutonianam ad punctum fixum nttracti, saepius 
sub ulraquc fornia propositae sunt, variosqne nd usns in()n<ralac sunt quolicnles 
difTerenlialcs partialos provenienlps. si in altera forma iricognitac seciiiidiim sin- 
gulas cunslautcs arbilrariati, sive in altera functiones conslantibus arbitrarils 
aeqoi Talentes Mcoadnvi singulas incognilas diferenliantnr. Qua de re memoraln 
dignnm mihi videtar, qaod e fornralis praecedentibns patet, proporito systemale 
aeqnattfnram differenliallnm Tnlgariam, quäle in medianiois (ntegrandnni est: 

dq^ _ flJ dty, _ c7/ dq^ _ eil 

dt ~ dp,^ IT" öp^^ '•' ~dr~ dp.' 

dp, _ dH dp, dB 

m' digaiur conttantium arbiirarhim $k>e eiemeniortim ggttema ctmoniam, fore 
ut quotiaüe$ diJferaUiaie» hteognUanm teamdum elementa atU etementonm 
Beamdmn hwogMa» ri»gidae rinp^ aegtutei ewidaiU awt aoto »igno Mer ae 
difenrnt. 

Sit enin in formalis praeocdcniilitis n^i^ sive nna tanbun adsitqnan- 
titatam l|, t»^ ... t^,, qnani vocabo /. Fonendo in expressione 

dt 

loeo «1, Ol, ... a. earum valores per g,, 9,, ... qm» Pii p^^ • ■ - pm, ' 
pressos, qualea obtinetur ex m aequalionibos 

er ar av 
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«beal T in — //, ideo ui sit — // expiessio ipsiiis Tin mipposilione secunda. 
Unde eril V integrale aequalionis üiiTerenliali:? piirtialis 

(1.) If +Ä = 0, 

frod iiitegnle contindiit n conslmles arbilrarias Oi, «i, . . . ol* Couidennas 
in aeqaatioBibiis 



(2.) 



• qnibuB seqnebaiilor aeqoaliones anlee. (10.*) — (18.*), ipsas Oi, «i, ... Oi.^ 

• • • 6. conslanlcs, unde ex aequntionibus illis fiant 9,, q^^ ... 
, . . . p„ soHns / fimcliones. srribcndo — // loco 7',- in parle laeva 
aequationiiin ir» (17.*) §'• anlec. oiiliiiemus 2fli aequaliones diflerenltaies, 
quibus aequaliones (2.) salisraciunt: 

ÖU dpf. au dq^ 

qnllnia fai fdimiiilis todid «" valores 1, 2, . . . «• tillmendi funt. Aeqnationes 
voro (10.*) — (15.*) Bvppeditant Iheorenm propositnm, videlicet: diferantialia 
parUalia Tariabiliom seenndum elementa differenlialibus parllniibus elementonm 

secundnni vnriabilps sinpula sinnnits aequivalere. Casu. quo functio // ipsam 
l non iinplicat, qui est frt'qucntis.simus in problcmatis mcclianicis, IIa agerc licet. 
Slaluanius, in antcc. functionem V quantilates /j, ... omnino non 
impUcare; porro loco a. scribamus h, loco 6« vero t-\-T. Unde aequaliones 
(1.), (2.) antee. lunt: 

... er uV 6r 

Eliminatis e (4.) quantilalibus a,, ... a«_i, prudcat 

/r = Ä, 

designanle // runctionem iptarum ^, , 9^, ... qr^, p,, .../>, , qiiao ipsam A 
non impÜcal. Unde vice versa considerari polest V ut solulio completa 
aequalionis differenüalis parlialia: 

ii qua 0,, <!},.. . cu-i sunt eonstanlei arbitrariae (constaolein aribilrariam. 
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quae funcüoui V so\u nddilione iungi polest, ut pleruiuque. nun rcspicimas) 
alque h constins data, qiiae ipsam iam aequationen differentialem affieil. Con- 
sideramys porro in aequationSras (4.)« (5.) ipsas «i, At* • • • a.-^» 
&i, ... 6., T ut constantes, enmt per aeqnationas iUas Ipsaa ^Ti, q,, ... f., 
Pitpit pm dalae fanctiones quantilalis t Ponaoraa In aeqnalionibns (13.*), 
(14.*) anlcc. i'=m, atqae, sicuti conTenimna , loco a., 6. scribamas A 
alque t-{-r, in parte laeva aequalioniim illnrum cxprimeodnm eril sive h per 
ipsas (/,, 9«, ... ... opn aequaliunum (4.), (5.). sivc loco ö„ 

ponendum est H. {Juo facto, si iosuper animadvertimus, loco exprcssionuni 

Icr' ^ S^Ti)' 5^ »crlbeiidn« aase, ü / ut VMiabilis in- 
dependena qMCtetnr, 



abemt aeqnalioiiea (13.*), (14-*) in syrtfaia aeqnationuni differenlialnim vnl- 
garinm, qua« aequationilms (4.X (5.) 



Ac vice Tersa aeqnationUius (4.), (5.) hae aequationes differentialea oomplele 

intograntur. Porro aeqnaliones antec. (10.*), (11.*), (13.*), (14.*) anp<- 
pedilant formnlas: 

oü; _ öa,. _ aq,. 

^ — -ST* "^ftT' 

in qdbu indiei I Taloret 1, 2, ... ai— 1, indid Talorea 1, 2, .., m tri- 
bvandl annt; atqna 6t: 

In quibn« nequalioniboB indiei i" nirsus valores 1, 2, ... m (ribuendi annt*). 

*) FormnUe einsmodi, cum Academia BeroHoenai acientiarum ooiomunieaUe, 
tam iuveniuntur in commentatiancola „NaiMi Theorem dar analjtlaehen Meabanik**, 
haim diarii tom. XXX, p. 117. C 
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Formulae anUeedeittet applicanlur in mobint liberum n punctorum mnUrialium <pto 
aequatio conserraliouit rihum vivarum locum habet. 

71. 

Operae pretiuni tnihf Videtur, Qonnulla eorum, quae antecedrntiltns in- 
veuimus. pro ca?u syslemaüs liberi per vires inleruas solticilati seorsim llieo- 
remate exponere. ()uo casu loco qnanlitalum 9, ponamus coordinatas ortho- 
gonales, uiide loco ipsanim p, ponendae crnnl expressiunes m.J-i, «».f,, ■»,3;. 

Theorema. 

Contiderrmtis mohm sgtlenialis liberi n ptincfontm tnaterialiwm; simt 
j!;, 3/ coorditiatac ortkogoHalet prtncfi, cuivs massa m , ac soUicilentw 
tingnla puncto m, »ecvndum directiones ojrium coordinatarum riribms ■».A' , 
t»iYi, rHiZi taiibvs, «l eradat summa 

Sm.{Xidx,-r YidyH Zidi.), 

extenso ad puncto omnia $tf$lewutiM, differentiale completim 

dU = v„.(,Y.rfx,+ >^rfy.-^Z.rf3,). 

qmi habetur casus, quoties syatema punctorum matcrialium lanlnm viribus 
intemis uUraclionis aut repulsionis sollicitaUtr. .id inoeniendum molum 
systematis, inttgreiur aequatio differentialis partialis: 

i^iKij:)^(f)"-^(f)'i=''+*. 

TM qua h est constans; intentaque solutione completa V, quae praeter 
constantem, quae sola additione ei iungi polest, constantes arbitrarias 
Ol, Oj., •••Oj.-i implicel, ervut aequaliones finitae, quibus motus punctorum 
materiaiium defiaiuatur: 

dV , dV . dV . 

-r- = 0|, — = 0i, . . . -= = t'j^ll 

oa, " CO, ^' o'S.-i 

^='+'. 

designantibus 6,, b^ ... t Horas constantes arbitrarias; porro erit 

vV dx. dV dx. av dx. 
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i we ito dm aequM. difermt. partialet frimi ardiait 



Per aequattmet proporittu, «fatato 



eonmdnwi pemmi 6« quaittUai«» Xi, $if »i, »i, f/i, mi flmeHwei Bm 

quanlttalum Oj, a^, ... bt, b», ... /+t, ee/ etc<? oerta 

gpertari possunl 6« qtianlilales o, . ... ä, 6|f A^, •••^ja— i» 

K< fmcUone* 6n quantilattim x,, a,, xi, y,, 2,'. 

S» nlraque supposiliotte fiaiclionum iihrum quotientes di/fercntiaieM 
partiaics snniiirilnr , qimlicnfes differctiliatcx partiafe^ sub altrrti .iiipposi- 
lione suvilac quolieHtiliits äi/ft rt'nlialibus parUaitbus suh allera supposilione 
fmnftit singuUie smgulis aequales fituä mut Utmtmm iigno äifferwit; fit eitm^ 
detigiumte i mim quememqm e mmeria 1, 3« ... n, atque k 
emqtte e mmterit 1, 3, 3, ... 3» — 1: 

dXf 



dx- 




da, 

"'IT«;- 

"••-35:'= 

m - 

"'"SS 

• ^' - 



ö(r-i 0 



■»-36:* 

dx'. _ 

"•'■55r~ 
*'"ä6:= 

"••"ST'" 

5»; _ 



S ialm m m proforitot rnohu pertmrbmrif «MftM m.JT;« Mtl^;» "»«Z,- 
m, »oltii Uatftihua aeeedemtilnu noeis viribtu mtXI, miYl, m,Z':, detignanlibma 
Xif Yi, fimelioM» omakm 9» eoorätMotanm $t, mi atqm tmpom t. 



1 



ecfeNM od ptmcta omma iy$tematii, wiricUio complela 
^'^iM statutUj aeqiiaiwnes problematis tn^ertvrbati 

ar . dv . dv , 

ÖF , «9K . dr , 

eüam moha tupp eHt ubm ü perturbatoa, m hto elememtortim Oi, ob« ••• < 

ÜflMifot äiierenHoHhua: 

da, dSl da^ Äfl^ d<i»»-i _ dSi 

dt " "eS"' dt " ""lir* * ' * Ä ** dbu^i 

db, dü _ di) rffti^ ^ 
A °" ■^ÖT» A ~ "SöT* ' * ' A °* 90^* 

dt " dl " oh "> 

quibiis in aequationihu» suppontlur, fiMctionem £1 ope aequatitmmm pro 
motu imperturbato incenlarum 

per toiß ei m enta ei lempm e^prcMMi ene. 
Aequiio dllBraitial» pmiaiii ia tktorMMl« «ntoeatae propMtta in- 
TMitir ez MfmliOBe 

fBnin ät T senüam sununae viriura vivanim 
aequaüones vero 

ia ■Mpntfom B^k mbilitiieiulm, foo M^tio dilanalialis parliidis endit, 

Mr HUkmUik MLLZ. fUk*. 9S 
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hie 

öv . dv , $r 

Uode «eqwtio 
abit in aequalionem 

quae t'st nequatio dilTerenlialis partialis in theoretnate antecedente proposita. 
Formulae perturbaloriae theoreinatis e $. 52. petilae sunt, scriplis A et z loco a 
et b. £aedein exprossiones differeDtiaUum elementonim habentur etiam pro 
feneraliorUmi aeqnalioBibnt differaotialibu, in qnibas i2 praeter ipsas Xf, jfi, S| 
etiam qaentitates x'i, $i, «1 involvero poteat: 

dt -•»+:s5^' A ir-**+^' 
"'IT — gj; — » "•'"af^ » "^"ar"" ss; » 

quae, quoties S2 ipsas non iiuplicat x-, jfi^ ia aequaUones differentiales per- 
tnilwtas, quae vulgo babentnr, redeaat: 

*<TF'=~"5:^r"' '"3? 35;~' 5*. • 

Si IheoreniH nntcredens ad motuin ellipticum planelarum applicare placet, po- 
namuäf uU in luraiulis $. 67 fui tum esU 

*, = «, i + », = ID, 

desi|»nunlilius .4. ;>. i. — x, SJ. tt) semiaxem inaiorem. parametruni. inclinalio- 
nem, lt-ul{>u^ penlielii, longitudinem nodi ascendentis, distaiüiam peritieiii a 
iiodo ascf ndenlp, aique »* viai altracUvaB pro milale distanliae. Si x, y, 
x\ ff', a' per y«, />, ^pcosi, i, t Tel vioe Tena ^1, p, i, x, fi» O 

per 9, y, «, f', t' «qpfiniaiis, et «cprearioaea Ülaa s<d» einiqve Mp- 
peritione difcrenUaDiis, prodeut e tkeerenale tateeedeBte fonnlae: 
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dx 



-CS X 



•SS»—* 



2J^ 



9^ 
dm 

ftp 
"ST 



dti 

öx' 
dt 

dQ 
dm 



3: X ' 



daf 

sr 

daf 



•=s— « 



dm 

dm 

dx 



■ » X*- 



Sil' 



3^' 





a/ ' 






aa 




5* _ 


-* !■ 




* df» » 




X ^Z' 


dm 




a» _ 


. ar 










d.ypcoai 




^ _ 


_^ao^«^ 








dm 




* ' 






CO 


' a, ' 


—55 — = 





Sil' 



da 




aß 


ay]»co»»~~ 








X 


v i/o nna 

a*' 


dl 




a« 






a«^ 


ds 




d^p 


a<» ^ 


X 


d*' 


1 a» 




dr 






dif 


a.' 






ay^oMt 


X 


a. 


a^ 


OS 


aif ^ 


M 






• 


a«^ 




a/p 


a» 


-Jf 


ds 


ai^ 


X» 


ar 






a» 



Quibus in formulis designal i inclinationem plani orbilae ad unum planorum 
coordinatarum orthogonaliam jf, alque A angulum, quem intersectio 
vtriiuque plani cum altert axl OQordinaluiBi fiudt, qaae in piano illo coor- 
dinataron dvot« «rt. E fomidis noti« noliif •llipUd Twifiealiömiii fonnlarui 
pTMcHtBÜiB fttdie oblisere lioel. Qwe ftwile atfan In «Bas miu formal 



De ejcpretsionihiu (tp, yj") et [qp, y»], 
ei PoiuoH formulis perturbeUorüt 



M modum coefßcientium in ill. Lagrange 
confialae »usU. InnoUteaUe mlegraU 



Slatuamas runaa: 



ipti a; m jytfeMiale fuoKbet 
assignari 

72. 



ay ay 
af , aj>, 

a» a^ 
'^1 a* 



09 di^ 

a?, ap, 

d^ dip 



öfjp ay 

a?, 5jC 
ay a^(r 

2d* 
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fom, mflii rotaodis 

_ _ 4it ^* 

facUe probfltur e formulis §. 69 tradilis, haberi 
(1.) [a.-,a,]-0, [a,.6,]=0. 
(2.) (fl*,o») = 0, (•.-,^0 = 0, 
exeeptis Miittationibns: 

(3.) [a^, (4.) 
Formalae (1.) ad snpposilioaem aeeundam pertinenl, qua consideravimm 
ipsas rt,, />, ul funcliones ipsarum q;, p;, I,: formulne (2.) ad suppositionem 
primani, qua consideranlur 9,, ut funcliones ipaaniin Ot, bi, tf. QoM 
formulae e (10.*) seqq. §.69 sie demonstrantur: 

Habetur, extensa suininalione ad ipsiuä i' valores 1, 2, 
^0^ I oa» vq^ da, öp.. ^ 



, dqm dpm 

_ df. dp» 

[b., M = o, 
(61, b,) - 0, 



m: 



exceptis 



qnilras in aeqtatioiie prima et qvaila it A^i, faibia eaittw 



I 36, Ö? 



dp, dV.i' 



SolMlHaaiira» in foranlis praecedentibus aeqoationea (10.*),~(11.*.), (13. 
(14.*) $.09 

a]»0nnt illaa in aeqwnlaa: 



fMe cooTMiiaiit eniD Mqaatioalbu demoostrudis (1.), (3.). 

Pom in ÜBdem fimunUi Msdem ralMMnuini ae^iiatioiMs (10.*) — (14.*) 
§. 69, in qnibns tarnen loeo indieis i seribanras unde evadunt: 

öftj 66, ^9,, Sa^ c?p„ öo, cg,., 

QuibiM substilutis. aeqiialiones supra traditae in sequentes abeunl: 
0 = (a.,6*>, 0 = (6.,6.), 0=a,,a-), 0 = (a„6,) 

1 = *.), 

fjm» mit aafMAlMkes demonstnndae (2.)* (^O* 

Sint 9> ^ datae qoaeeimque Ainctiones ipraram «|, i^, ... 
t^, . . . 6., qnae qaanlitatM ^, ^, . . . noo conlineaat. SobaliMtis Ipiaraai 
6{, valoribus per ff, txpreuiSj evadanl tp, }f> bantn «pantHatom 
foactioies, erilqae 

Que eaqvreMk» de repraesenlari potefll: 
mde • (1.), (8.) habetor: 



(».) 



9^ dtfi dtf dtp . d(f> dut_ 

~du^ Ob, dOf db^ ' d«m ' 
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Quoties igitnr aocidit, ut <p, yt sint eimiMA ipfanun 9., pi, functiones, fiae 
per tcriat «i, absque qoaotUaUbos ff exprimi qneant, eiit etian 

c*()p c)^' d(p Cnu dq> öif> 

äp, öij, 'dp, c V, cpm Sq» 

eiosmodi faacUo, ^ippc quae aequalis ßt expressioai 

dip dy» 6<p dyt dq) df/t 

qaae, si 9 et v sint solaruin a,, />, functiones ab Ipsis /, vacuae, et ipra erit 

solarum a^, b, funclio ab ipsis t, lihera, Si qiiantitaiuni una tanlum in pro- 
blemale proposito adesL quam / vocemtis. redil proposUio antecedens in eam, 
quam olim ill. Pokson demonstravit , quoties 9 = Con8t., if> — Coüat. siul in- 
tegralia systemalis aequationmn differentialinm 

dt "^Si"' * ^ 
qoanttMaki [v,yil p«r sola elemeata absque t exprimi. 

Casus specialis aeqnatiottis (5.) valde memorabilis is est, quo füncUo 
V" uni quantitatuiD Ot, bi aeqnaliB exisUl; tom enioi abit aeqaatio Ula in kaa 

sünplices: 

Docent hae aequationes sequentia: Quotie» mm habetw mgmUmmt d^enih- 
Mhm propotUamm itUegrule 

(f = Const. , 

<p per ipttu Oi, bi 4ibique t exprim potett, qmm vero ea^rettionem ijwaai 

*) Aequationes differentiale^ ill. Poisson sub alia forma oxbibuit; licet enim iam 
ille animadvcrterit in commentatione prima de Variatione Constantium, expreationei 

'P^'ä —jj-^ aequales per q^, exiiibitaa ita comparatas esse, ut priori« differentialo 

•ecundum p^ alteriua diäerentiali secundum acquale sit; expre«sionoai aiinplicem 

^•ioa = uade iUad sponte sequitur, priaiaa ill. äumiUtn dedit. 



(6.) 
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genenJUtt ttdUlere uon p w wmm , «fM* omrimw a,, 6^ exprathnet per g,, p„ t 
datae «Inf. ^< f< vel mim nocmm elemmH, qnod ad tif§tema «iMMMfonm 
emmietm perihul, exfremmum per q„ pt, dkeele kneeiiire Ueti äifere»- 
Ikdia iptkm tp aeeuttätm demenium coniugtUtmt »umta et ip$a per q,, p,, t 
expre$aOf »iquidem biua a, et efemenla c o Mimata dtekmu. Nun ü elenenUini 
canonicwD datnn est e,, habetur e (6.): 

■ 

nnde ponendo -3^1 «^c- <oco V!» jfirodU: 

av r 5v i ^ V _ r ^'<f> 1 ^ 

onde saeetHfre onniuii imiotcwiiit valor«« per I expresri. Si 

Intani umn bdielar integnle, V^"*, polerit eonstans ipol v Mqnelia pro 

elemento cuionieo «ccipi; exdpias tarnen easnin, quo yt=H, quod fieri polest^ 
si // ipsam t non invohit. quippe quo casn, quoUes tf- ^ Const. est integrale 
alternm, luibelur [y, a,j - 0 neque aliquid novi inde prodit. 

Ad illuslrandas aequationes (6.)^ quae niagnas partes ag-ere debenl in 
nllerioribus et altioribus disquisitionibus, quas inlegraüones propositae flagilant, 
Ol OBnia qnae hie adhnc latent, emieleentor, direcle ees de ae^uatjoBflnis f. 69 
pnpositia dedneam. Quod fit per coosiderationes seipientee. Sit enim «tt data 
flmeUo ipeamm 91, ^t« • • • f.» P^i • • • Pm, h «c eonsideremns ipeam t, 
riqiiddeni t tn fonctione invenitur, nt constantero datam alque omnes 

a,, o,, . . . btt 6t, 6« praeter unarn 6; ut constante«; arbitrarias, erunt 

q,, qi, . . . q„, p,. p, . ■ . p„ functiones ipsius bt, quae salisfaciunt aequa- 
tionibus differentialibus (13.*), (14.*) $.69: 

- ••■ dfc, ■ ♦ 

qnae plane eandem fonnam hahent atqae aeqnationes diffimntialea propositae, 
modo functio o.- functionis H ulque variabilis 6« variabilis t locum teneL Per 
regulas autem vulgares difTerentiationi^ ex aequationibiis praeredentibus cuios- 
Ubel functionis ipsarum 9,.. difTerenlialia prima, ^^ecunda, lerlia etc. 8UC- 

cesaiTe emnntnr, coatinuo diferantialium vatores anfastitvwido; 
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fUMBadBoAui trilm Mt, ex syatom^ Mqiiatioiiiui Mwenlialiui 

eoiulfWl fimottoiib diffenntfalfai ciiMUbet ordinif per ipm ^ jr, i, «s- 
pteiM iswiriri pMM. 8k ex. gr. foBdionis ip dUfomtialo piiia w miriniiwi ht 
foaeriB, enii»: 

d<p dq, dir dq, dip^ dqj, 

d<f> da. Stf da d(f 5<»< 

-[9,«.], 

qste est altera aeguatioDum (6 ); eadeinque melhodo demonstrator alten. 

Ohservo adhuc, in formuli^^ 09 et anteccdentibiu, quaeesüf demvelM 
simt, ubique a, b atque q, p inter se permutari posse. 

Ipsis a,, 6. per alias ^antitates y etc. expressis, quaeramuB 

adlmo vaiorem expressLonis: 



dtt dfi oa da d/9 



Fit («,^J = 



indicibua t", t, ifc tributia valoribus 1 , 2, ... n». Evolulis productis ex aequa- 

(«, ß) " 



indicibua • et i sub slgno summatorio tributia valoribus 1, 2, ... m. 
8cd • fenniHs (3.) eaimeicant mb eigno swnilorio tarariii 



Digitized by Google 



C. G, J. Jacobi, noca melhoduM dequal. i^fmmU, parliaUt prmi ordmi» inl^andi. 177 



fn quibof ä e\ i inler ae divini wnl; nde qnun e (4.) ait 

(«4,5.) = 1, 

•lf|iie apmile paleal fteri 
seqaHiif 

aive 

^ y da d/i da ö/S da i)ß 

^ 'S^W^ Ba dti ^ ""^~d^dß 
_da, db, da, db^_ Bm^db^ 

SlaUiaaiDa, ipaan ß «x alaoMiitta canonici ewe aive haM fi'=a,mvißr= A,, 
ftlfna reliquoram elementoram expressiones hoc eienenlttm noH continera. 
Qio eaao foramU anlecedens abil ia aeqveates aimplicea: 

'f ^ 

Ovibna adnoUilis pauca da fonmlia famraliiHtt perUirbaloriia addain, quae da 
ayitoBMle daaMütornai qnoeuiqaa Taloit 

FanmilaniM ptrturbalorinrum sytlemala quae ill. Lagrange rt PoiMM pPtatma^ 
d«m«fi«<rafMur oitenm ex allero äa-icatUw. 

73. 

Loco ipaorum ai, «i« a^t, 5tt 5|) ... 6« habeaUir aystama ele- 
raenloram quodcanque, ai, «i, ... QwNraai mpeeln formulas partnr* 
batoriai avb dnabna naxime ftHrmia pn^ware oonrenit. h allara^ qua« .lU* 
lagimge eat, dUbranlialia paiHalia functionia partnrbalricia X2 aeeoiidiin 

alemenla sumta linearitcr exprimuntur per diffaraatialia elementonim; in alta^, 

quae ill' Poisson est, differentialia elementonim perlurbatorum lineariler ex- 
primuntur per differentialia partialia funclionis perturbatricis H secundum 
elemenla somla. In altera forma expressionum linoariuro coeföcieates sunt 
Jswii*] tat lUthMMÜk Bd. LX. Hafts. 23 
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fnclioneB (Oj, a«), in dten fndioBes [a,^ a,]. Plenirnque adaotarl Mtol, 
altenn fonm «x «Iter« per wImd rewIiUonen «equtlioiiVBi 3« llneartBn 
oblineri posfe. Sed imibo, fimilaai wio, huc resoliitioiiein rMp«e tenUnrtt 
Mqae via dirvett allmn formm da dtei« daiiravil. Qiiod quam util« läl 

et difficultatis speciem qaaBdam habeat, ego seqaetilibus exponom; antea outem 
formulas perturbulorias generales de forinulis supra Iradilis deducam, licet cncdem 
ilirecte ex ipsis aequalionibus difTerentialibus peti pos^int, sicuti picrutiiquo fit. 

Spectenlur primum elemenia ranonica <i, , a,, ... o«, 6,, tj, ... nt 
fuDcUunes alionnn elemenlorum quorumcunque «, , o,, ... a,.; eril e $.52: 



Ö«. < da 



qaibi» in raihnto ipsi I Talorea 1, 2, ... ai, ipsi k valores I, 2, ... 2ai 
tribaendi snnt. Unde e (7.) §. aatee. Ii 



r/6, CO, da, oA, 



(1) 



spectenlur deinde rt,. o,, ... «i. ul fiinclioneü ipsarum aj, ai, ... a., 
6], ... Z>..- habetur e $.52: 

_ _. < ai2 öa, ea » 

1 ö«. ^a* da. da. k dJ2 

qnibua in sanmls ipsi I ranuB valores t, 2, ... ar^ ipsi A valorea 1, 2, ... 2a* 
tribuendi sanl. Unde a (5.) f. antec. acribendo «* loco y prodM: 
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FormulM (1.) ab ilL Ugrmge, fonitvlM (3.) ab iU. Fdümm Iraiilae mnt. Aliiie 
da alii« dartvari posfaat opa diaoranalis sa^aanSa: 

Tbaorama: 

^ 9t* 9«* Fto Fi« •- - Pm fimeHoa» qaaeeimqiie • te 

teafeeai Mtpmiaitm guantitatum «i, «i, ... oi«, i/a vi »neieeM Bpeetari 

poxfinl cf, , fr,, ... of,^ W fmciimes a $e ineicem independentes quatUi- 
latum q2', ... q»» Pi-> Pii • • P»; »Muatur m nppoaUhme priori: 

5«^ da^ e/o, da, da, da, * 

im »i^ponlione posteriori: 

3«, dar, da^ ö«, d«,- ö«, 

gan&a» «loiarft» ngmifiaMombm y n propommtur 2m a eq uoHoiM Ataare» 



«i = ♦ -t"(«i, 03)«,4-(flf,, ef,)»jH o-:.)«!«, 

•j = («1, ai)»i4- • -r(f^j- i^3)«h-i h(ßj, 

•» = («»» «Omi+C«!, ♦ H h(«»i Oi«)«ta, 

• ■■••••*••«.• • • • 

•i« = («f»- , «i) «I + («f». , «0 («7„ . ßj) »j H h • , 

enamlur reaobUioue harum aequatioaum vatores ip$arum «(, ifi, ... «i. 
»equente* : 

«i = * 4-[ff|, ajJPi -t [«I, a>]»i+-- + [ai, f'^JPj-, 

», = [cr_,. ß.lr.-l- • -! ;«,, «j]c, + *- + [«.-i a.'-]«i«, 

«3 = [a,, «j]ci + [aj. «ijci-i * H OiJt>,,, 

«I «je« «ana kmum maqmißamm ruohiUoHe ülae ohtmentw. 
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DemoDslrttio: 
NvlIiplicenM aefmli«»et propotittt per 

et prodoclorum summationem insliluamus. Uode prodibil expressio buiusniodi: 
in fin: 

[ff., «JC«!»«*)-! K,ajJ(«na»; + " -i-[<»*,«ji](o»-,o») 



\ 



a«. a«, aa^ aa_ 



+ 



• dp» 



ap, öv, 

^v, ap, a?, ap, a?» ap. , 
|EL4jL-.|Pt^ 4p=^2=. 



qua in sumtna ipsi n valores 1, 2, ... 2m tribuendi sant. Eandem expresnoMM 
facta nuUiplicalione »ic repraesenlare licet: 

. _ ^ i ^« a?., ap^ a«. » 

"^j»; "öi^" "T-. d^;» 

qailNn in fimiii« Ipd « vdores 1, 2, . . . 2m, iptii i", A* Ttlom I, 2, ... w 
irilnieDdi ml. lui v«ro b^lralar: 
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quaruin expressioiium tertia et quarta Semper evHiiescant , primn el secanda 
evanescunl, n i' ei k' inier S6 diver» sunt, in unitatem abeuni, si i'f^if. 
Unde fil: 

A ^ zA — ^ -'*' ! " - 1 = — • 

Qme expressto quiiiu evanescal nisi sil i — k, hoc aulem cain in aailalem 
abeat, videram, in piirte posteriore mqoalioiiw: 

coefBeienles ^4,, A^^ ... ^l^« praeter unnm Ai evanescere omnes, fieri autem 
Ai^i, . Und» aequalio antoeedeni haee «vadit: 

in qua, at ipsi t sncoesslTe «alores 1, 3, ... 2«i trilKraiil«r, eraantar Ipsaram 
«1, . * . «j. valores in ihoorenate proposilo «Mignati. 

Promis- rinili melliodo Tice verM « secnndo syslemale aequalionnm in 
Uworemal« anteeedonle propositamm systeflia jirinnm derivarl polaal. 



192 

Ueber die Darstellung der Curven durch Krüiuniung 

und Torsion* 

(VoD H«mi Jl. AnqM.) 

Sind die Krümmung and Torsion einer Curve als Functionen des 
Bogens gegeben, so ist ihre Gestalt anabbängig von ihrer Lage vollständig be- 
sliinmt. Um daran« ihre Gleicbaiigeii in rechtwinkligen Coordtnaten su finden, 
hat man lechs Integrtttonen m voUsieben, entqNrechaod dtm sechs CoMtanten, 
weldie ihre htigp im Ranme besünmea. Dies ist im iivti FiUea laicht: 
1) jftun die Torsion = 0 ist; 3) wenn sie ein constantes Verhiltalss snr 
Krflniniang bat. Ausserdem giebt es noch manche sehr einfache Relationen 
swischen beiden Variabcln. welche die Integralion zulassen. Obgleich die 
allgemeine Lösung der Aufgabe nicht wohl möglich ist, so scheinen mir doch 
eini<rc Roductioncn, deren sie fähig ist, an sich von Interesse su sein, nament- 
lich iuäufera daraus ersichtlich wird, wovon die IntegrabÜiUt in speciellen 
Falle dhingt. Ich erlaube mir, tob den Bettouninfeii Gobnich au naeban, 
walobo icb In mofaioii letalen Avfinlie (Band 58, p. 874) «cUlH bah«. 

L 

BetridwaB t und ^ den iMaunniga- und ToraiouiwiBkal ciliar Cur?« 
(d.i. die Inlegrala dar Contingenzwinkd der Tangenten nnd OscolatioBS- 

ehenen); «, e, w die cos. der Winkel, welche die Tangente, Pollinie und 
Ilauptnormnln mit irgend einer Aze bilden; so ist wegen der senkrechten 
Laffe (lieser tieraden: 

(1.) •»+•»+•' = 1 
nud gamias bokautan Foruieln: 

woraus herrorvebl: 

JauaehdoBi man nun « oder u oabcl w aus Gleiohung (1.) «Itaiiirt, erhilt umii 

(3.) (^;)"("+I^)'+''+(t.-)'-1' 

Hiernach steht jede Curve im Allgaaiainen mit einer zweiten in der gegen- 
seitigen Beziehung, dass der Knlmmun£rsvvinkrl der einen der Torsionswinkel 
der anderen, nnd die Tangente der eiaon parallel der PolÜnie der anderen 



ist. Die Integration einer der vor:>lehendfn Oleiciiungen erledigt somit die 
swfll Fille gegebener FueHomm 

ra f Idcker Zeit. Dm Folgende maf rieh deshilb raf Belrachlniif der Glei- 
dng (8.) beschrinken. Dengemles eoll r eb muibhtiigige Variable betraehlet 

worden, ond die Accente Diflerentialqnulionlen nach derselben bezeiehnen. 

Nach einmaliger Diferentiation and Ausecbeldaag des Factor» «+h^ 
giebl Gleicbang (3 ): 

(5.) ^(a+O = 0. 

Daa voUslAndige Integral dieier lineeren Gleicbnng bat die Form: 

doch sind die Conslanlen a, b, c. einer Helation untere ürren, die sich durch 
EinfQhrung in (Ileichung (3.) ergield. Wfihll man ilaiiu drei Sy>tcnio dtT 
a, 6, c so, das» die ^uadruläuiuine der drei entsprechenden AVorthr von «=1 
wird, so stellen diese die cos. der Riehl ungswiniiel der Tangcnie gegen drei 
reditwloklige Axen dar, and geben nach MnItipUcaUon mU dem Differenthil 
des in T ansgedrOdtten Bogens ond folgender Integralion die Coordinaten als 
Fanctionon von *. 

Da hiemadi die Lösung der Aufgabe vollendet ist, ehe der Bogen in 
Reclmong komml, so eibilt man durch Iniegration der Gleichung (3.) (Hr 
jede speciellf Relation zwischen r und & eine Classe von Curven, deren 
gemeinsames Merkmal eben jene Keinlion ist. während die Function, die den 
Bogen beliebig in t ausdrückt, die Verschiedenlieil ihrer (Jestnll Ix'diiii;!. Die 
Abweichung liann hier allein in der Ausdehnung der einzelnen Uogenelenieute 
Stauinden, so dn» rieb jede Klasse dem Auge leicht als snsammeiigehörig darstellt. 

II. 

Zar weiteres Trani»furmaiion der Differentialgleichung sels« man: 
woraas dnreh AolOanng nach f hervorgeht: 
Dann gehl Glmebung (3.) nach Ansaelieidmig des Faclora 
ttber in 
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(6.) (i+i^) V4.f« « 0. 

Dieselbe Gleichung >vilrHe man hucIi als besonderes Integral der Gleichung (5.) 
erhallen, wenn man die iulegralioascunstante, welche gemäss Gleichuog (3.) 
im Wenk 1 iMkan mm, »0, ud d«i «nliprMlMiMlett Witlfc yob « = f 
Mlzle. Di« Tiint«lieDde Hericitimf seigt, in wflidwr BMieinny die wiritüdbra 
Wnnelii der Gleiclmiig (8.) so diesen nabnncUHireii der GMdkwf (5.) lAthtm, 
Fener sei 

worsm umfekelirt 

r = fq9 ■* « 

Dum gebt Gleicliinigr (6.) nadi Anssdieidaiig des Ftoleis 

Aber in 
woraus 

(7.) r" + i^y-f-ir = 0. 

Die möglichen Transformationen, dieser Gleichung sind beliannl. Die 
einiadisle Fora erfcilt sie dnreh die Sobstltutfen: 

nAmlich die folgende: 



Ist dne Spedsllösnng der Gleiehnng (3.) bekannt, so ist die voll* 
siflndige Lösnng der Avl^abe dnreb ihre Znrlckfttmng mf eine lineare 

Gleiehnng swciler Ordnung verborgt. Doch k'nnn »an auf weit karzerem Wege 
dasn gelangen, als durch VermilUang der Gleiehnng (7.). Sind nfmlieh 

V = cos (p cos V, f> ~ 9'»^ cos V'. » = sin »// 
die COS. der Richlungswiokel der Tangente j ist ferner ip als Function von t 
bekannt, und man setzt 

so rind noch nnd o bekannt. Für die eos. der lUehInngswinkel der Han^ 
nornude findet num dnrck eine Diisrenlialion folgende Wertho: 
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w' n coefrflini» 
den n QMdratouiaM ist: 

Durch dea hieraos gewoanenea Werth 

/ cos« a- 

und K, « und demsafolKf 

als Functionen von r bektinnl. Durch eine Orthogonalsobstitution lassen sich 
die fehlenden Integrationsconstanten. deren zwei im vollsländigen Werthe 
TOn V, und eine in y enlhallen sein würden, leicht liersteilen. 

Die mittelst Gleichung (7.) sich ergebenden Ausdrücke von u, e sind 
w{it eonplioirter ab die loeben abgeletteleii; die IdoitiMt beidw möchte 
1kk«rdlew woU aaf anderem Wege niclit in der K«ne nachsawelsen aein. 

IV. 

leli fUge noch die Ldanngen hr Tier der einfoehaten Filio in ihrer 
einfachsten Specialform bei Dnreh 1^ m, m seien die cos. der Rlohtugs- 
winkel der PoUinie beaeiiAnet. 

1) Ist «^ = 0, so ist wie bekannt 

« = cosr, c ---sinr, w -0, 

a' = —sinr, c' = cost, ir' — 0, 

I »0, ai»0, » 

3) Isl ^slgA coMlant, so geht Gleichung flher in 

«^008*1+«' = 0. 

Beatinimt man den conatanlon Factor des Integrals gemlss Gleichnng (3.X 
so oigiehl sieh: 

« acoaAcos^j« 0 s COSA sin -^jj^, tasasini. 



I V— abiAcoe-^« ms«— wnlsin-^r, n =to§X. 



cmA * cosi 

1-^, «»s->»n2si.. — 5^ 

3) Seist man was^, ao ergiebt sich die Relation: 

welche erfüllt wird durch die Werthe: 

Jooni«! Ar Mftthrmauk Bd. LX. Holls. 24 
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and man iadel uck d«r Im yorigm AfcMbrilto besdurUbenM M^Oofc McM 
fölgoid« Aufdrilcke: 

• =— -^cosa^8init-)-sioaZcosA^ 

• • • • • 

»SS — — cosaicosA — siaaÄsinil. 

4) S«lftt mMk CD »Vi wird 

U' = — »IIITCMti— COlTSin'y, 
II =»00f*y' 

V. 

Oeometritch linl sich dis ProblMi auf folgende Weise redneiran. 
Befohretbl imui »II der Linieneinheit ab Radh» eine Kegel mn den Anfange- 

punkl der Courdinaten, und ziohl mit der Tangente der Curve einereeils mit 
ihrer Pol'inie niiderersoil»* zwei parallele Kadien, so beschreiben diese auf der 
KugelOAcbe xwei Curven. die einander parallel sind, weil der laufende Punkt 
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einer jaden anf der entopaehenden NimnaMMna dar anderen liegf. Dank 
Yarlanadinng von Krflmmnng und Tarsion der Urennre fehl <Ha eine Jener 
ipkiriaeh«! Cnnren fai die andere Uber. Es wird kfairalehan, die Baaielinnf 

dar ersten snr Urcorve zu uDlersuchen. 

Unterscheidet man die Eleraente dieser sphirisdien Cnrve dnreli den 
Index 1, sOyfind ihre Gleichungen: 

*i = «, Jf J = c, »1 = », 

dies düsrenlilrt giebl: 

Dnreh Bttdnng dar Qnadratsanune neigt sieh, dass 

$t = v, 

ist Eine zweite Differenlialiou ergiebl: 

nebst nwd analogen Glridmngen, aas deren Qnadratamnnia erbalit» dan 

icosiör. = 
vf^f |«i s /sinA-neoal» ele. 
mtd eine drüie IHfferentiatlon mit Zazielrang der Gleichungen (9.) f^iiH 

oder nach den Gleichungen (8.) 

= i'(/cosi+tisini)cosP, 
nailBl swei analogen Gleichungen, deren Quadralsunimo ergiebt 

oder naoli Glalekang (d.) ^ 

Ferner Hast sidi Gleiohnag (9.) aneb sdiraiben; 

«1 s cosil» 

weide Grösse den Krümmungsradius der sphirischen Cnrve ausdrückt. 

Es hat sich errrphcn, da3s der Bogen der sphirischen Curve den 
Krümmunjj'iijwinkel, ihr Krümmungsradius den Cosinus der Krümmungsbreile, 
und ihr Torsionswinkel die Krümmun^sbreite der Urcurve selbst darstelU. Ist 
nnn & mithin auch k = arclgii^ 

in T gegeben, SO Ist m.A der KrOmmnngsradins der spbirisehen Cnrve als 

Fnnelioa Ouras Bogans bekannt Die anfingliek gestellte Angabe ist deninadi 

auf die surackgeflikrt: dna spklriseke Cnrve ans der Relation zwisoban 

bflnimung und Bogen zu berechnen. 

Berlin, den 5*'" Januar 1801 

24* 
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Note snr'les cabiiioes gmiehefl. 

(Par IL L. OrtHumm k Bologii«.) 

U.. cnbique gauche est Aütwmdnie jmt tix conditions. Je me pr»- 
poae, dans cette Note, de construire nne cubique gauche, lorsqve les conditfoBi 
donnees consistenl en des points par lesquel? eile doit piMOT) W en des 
droites qui doivenl renconlrer deux fois la courbe. 

A cause de la reciprocile de ces courbes, on poarra en deduire la 
eoDitnicUoo de Ii cnbique gauche, si Ton doime des pkms OMnlatent ou des 
droites iiiteneetimis de denx plans oscnitteiin. 

Plrpbleme 1". C om t nOm h eukique gmehe qtnpute pat f oislr tfemda: 

Ce Probleme a etd d^a rdsohi, de diffdrenles manieres, per HM. Segd»- 
Wil»*) el Chatte»*''). 

Probleme 2 '. Comtrvire la cubique gaucfie qui patse par CMf pouät 
donnetf et qui renconlre deux foia me droue donnee. 

La conrlN), donl II s^agit, est rinleneetion des deux cönes (de second 
^gri) qoi contiennml les pointa doimds et k droile donnte. 1« problAoM 
de eonstniife les sommels i« oes cönes (es qoi soffit poar rMoire I« qaanUim 
«eloelle i la precedeote) • etä rteohi par M. JKn*«***). 

Probleme 3*. Cotutntire ta cubigns gauche qui paaw par fNofre pokit» 
dnuiit et qui rcncnntre detix fois dfux droites domtecs. 

Si par les po\n\» et par les droites donnees on peut faire passer un 
hyperboloide, le probleroe est itidelerinine; car il y a un nombre infini de 
cubiqaes gauclies sitnees aar un hyperboloide donne et passant par quatre 
poinls fixes de eetle surfaee. . Dana le cas coatraire, fi y a imposnUlit^. 

ProMteie 4*. Gmrindre la eoarbe gaadie qoi paue par Irai» jMriM» 
disMiidt a, 6, e al pti coupi dew f<m trois drttiiet doimie$ A, B, C. 

Les droites B et les points b, c determinent an hyperboloide /; 
de meme, Ics droites A, C avec les poinls a, b, c donnenl un autre hyper- 
boloide J; et la courbe dcmendce est rinlersection de ces deux Hyperboloides. 
On peul la construire par pointi, de la nianiere qui suit. Soient p', q, r' lea 
ponits oft B ranooiitre les plans A{a, 6>c}; ei soient p, q, r les points que 
los droilas ap', h^, «r* marquent sv A. Les pdros de poiils p, p*; q, q': r, / 

*) ArdU« der Mathematik und Pktisik. X . Theil S. 208. 

••) Comptts rendu* de l'Acad(^iir des xi irnrf.^ (Institut de F'nuice); 10 aeftt 1857. 
***) Journal für die reine umä ang. Maihetnalik, XXVI. Band, S. 147. 
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dötarniiienl, rar A, B, iwx divitfOM hoatographiques; et Im Mtes qui en 
Joignent les poinU eorre^ndras wnl des gte^alricM de Jliyperboloide /. — 
De roöme, les points 6, e doBnent neu ■ dem divisions honographlqnee 
rar A, C; et les droilei qni en Joigaenl lee peiatt homolegves ^perttemieiit 

i lliyperboloide J. 

Meuons par A un plan quelconque qui renconfre B en m' el C en n". 
Soient: m le poinl de A qui corres|iond ä m' ; et w le poinl de A qui cur- 
respond ä n". Le poinl oix se coupeul les droites mm, hh" appartient evidemment 
a le cnbiqoe gancihe denaiidde. 

PreUdflse 5*. Comtmire ia eiMp» iuudie qm pa$$e par äeux pokU» 
4oimi9 o, o* el fw iap^tie dmsi fok mr qmatre dn^ea fix» A, Bf C, D, 

PreBoiit les points o. o comme cenlres de denz feifceMMx konK^fephlqnes, 
ea JMmnt qvatre paircs de plans homologues par les quatre droltra donndes, 
resppctivenipnt Tout plan pnssant pnr oo contient deux rayons cerrespendans; 
le poinl de leur inieryectioii sur Ih courbe deinandee 

Autrement. Soll / l'liyperboloide qui passe par la cubique gauche 
et par les droile.s A, B; el soil J rbyperboloide conlenant la cubique et ies 
droilee C, D. Les byperboloidee /, J earoel necesrairemeiii um gdiiteelrice 
eommme, fie nooe eUees ddlenniner. Les deux plans oA, oB s*enlreconpent 
nivant me droile g^ndratrloe de /; el rinlenMction des plans eC, oD est me 
gen^ralrice de J. Soil P le plan de ces deux genöratrices. De ni^nie. ob 
deduil un plan P'y du poinl o ; et il est bien evident que la droile. qu'on 
chercltp ä detenniner, esl Pintersertion des plans P, P'. Ensuile. oti constrait 
Ja cubique gauche. par points, au moyen d'un plan mobile aiiiour de PP'. 

Probleme 6'. Corutrmre la cubique gauche qui pa$$e par un poinl o 
et qm aappuie tttr cmq droite» dotmie» C, D, £ *). 

Psewms nn peini o' rar E, et rapforans q«*on cbercfae i eenstralre 
k eubiqne (Mcke «pi passe par e, o' ei qvl esl eoqide deux fois par les 
dreHes A, B, C, D. Dans ee bat (preb. 5*, deaxMme solntion), je cen^s 
les deux droites, donl Tune est rinlerseclion des plans oA, oB et Taulre est 
rinterseclien des plans oC, oD; ces deux droites determinenl un pluii (Gxo) P. 
De inäme, on oblient un plan fvnriable avec o'} delerinine par deux droiles. 
donl Tune esl rinlerseclion des plans o'A, o'B, et Tautre esl Tinlersection des 
plans o'C et o'D. 

*) J'ai donnd autre part (toine I.VIH de ce jouraal) la eonatruciioo d'aiie da» 
eabiqaei gaadies (an aonbra infini) qui s'appuieat rar cmq droite« donndet. 
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La pl«BP'«et tangttiitmix hyperiiotofdee ABS «I CDS, qoi <mt la draito 
eommniM B; done, si o' parcourt E, le plan P' oscula «na enlrfque gaocka danl 
lai plans osculaleurs sont \es plans tangans coairouns aux hyperboloides nommes. 

La (Iroile PP' avec A, B determine un hyper!)oloide contenant la cubiqae 
gaucho qui doil passer par o, o' et s'appuier deux fois sur A, H, C, D. Dono, 
si I on veul ubteiiir ia cubique gauche qui passe par o et sappuie deux foia 
sm A, C, D, E, il faol aharchar dani la plan P nna droila L qui soit 
rintafsaaUan da danx j^am aacolalaurs da K; aas plana marfnaraol mir B 
danz painta da la aanrba danumd^. Ainai, natra proUana d^pand da aat 
antre, qui admat (comme on Ic seit bien) loujours une seule solntion: 

Troucer, dem* le plan P, la droite L qui e$t Vintertection de dem 
pfntfs nscttlatew» de la cubique qaurhe A', c'csl-a-dire Vimteneetum de deem 
pittHS langens communs aus ht^ixtbolonles ABE, CDE. 

Commen^oBs par cunstruirü un plan osculaleur quelconque de K. II suifit 
da aanar par an p<rfnt qualaonipia da E danx drailaa, dont Tnna ranaontra A, B 
at rantra 'ranaantra C, O. La plan da eaa daoz droilai aü d^idamaant tangant 
mx danz kypailMloidaB, al, par conaaqnMit, U ait aaenlalawr da la aanrba JT. 

Je goppose qu'oB ait constroU, de celte maniere, cinq plans osculaleurs 
a, /?, y, <t, t de K. Cela pose, on doit chercher, dans le plan P, une droilo 
L teile, que le Systeme de poiiils L(a, ß, y, e) seil humographique au Systeme 
^{'"^f ß)Y> f^f'niTYon.« la conique qni est lang-onte aux quatro droites 

P(a, /9, fJ) et capabic du rapporl anharmoniquc A\ct, /?, J); et GoncevoDS 
ranlra conique qui est tangente anx droilas P{a, ß, y, e) et capaUa dn rappart 
anhamanlqna B(tt,ß,/,a). Caa aoniquas, inscritas an mdna triangla fonnd 
par laa droitet P(tt,ß,yy, anront nna qnatriana tangente eomaiimef qn*on nik 
aanstruire, par la seula rigla, sans reconrir an trace actnel des coniques. Cetia 
quatrieme tangente commune est evidemmant la droite L qn'on demandait. 

Observons, onfin, que les puinlä Affr,ß,y,...), B(a,ß,y,...) forment deux 
divisions homngraphiqucs; donc les plan? menes par cos pnints et par la droite 
L forment, auiour de celle-ci, deux faisceuux homographiques. Les plans duubles 
da eaa faiacaanz sant laa pUaw oseatetanra da JT qni rdaolYmk la praU^na 6*. 

Probl^a 7*. ConifriKra la eubi^ gtmAe qui i t ^mi« dem fitk met 
ite dniHtee deimie$ A, B, C, D, B, F. 

Ja soppose d'abord qu'on demande de constmira la auUqna ganoha 
appuiee sur les droites H, C, D, E et passant par un point quelconque o 
de F. Menons par o la droite qui s'appuie aar A, B; et la droita qui s'appuia 
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tat C, D; ces deux droites determinent un plan P. Ce plan P contient une 
droit« qui tgt nntenedion de daoz |diii0 tngeiii commmif niz liyperbdoidM 
ABE, CDE (prob. 0*); ces den pUmi tnigeiu nirfMiit mir E denz ptrfils de 
1« cnbiqne qoi doU eoopw deox taSm lt§ jof droiteB A, ,.,E tH pener per e. 

Si Ton fait Tarier O mr le plan P enveloppe la developpable formee 
per les plans tangens communs aux Hyperboloides ABF. CDF. Soit // Ja 
cnbique gauche uröte de rebroussemenl (courbe cuspidale) de cette developpable; 
de möme, soit K la cubique gauche Oflcolie par ies plans langens communs 
eox hyperboloides ABE, CDE. 

Cela pos^, U frat trouTer une droRe L qoi Mit rinteneotioii de deuc 
plaia oeddateura de et de deu plana OMNdateara de K. Cea demfera |^a 
rencoiitreiit B en denz penla; lea plaaa oaeolateiira de H diteminent aar F 
deux autres pointa. Ces quatre poinla apparttennent a la cnbiqne ganehe 
demandee dans le probleme T. 

La question: trouter une droite qui soif / in ferse ction de deux platu 
OMCttiateur» de Ii eJ de deux plans osculateurs de l\ »dmoi, en general, dix 
aidatkuia. Mala id fl hat ea rejeler quatre, qui repondent anx droitea A, 

D. Ba ^et, aoH e I^ib des pointa oA la eobique denand^e coiqpe la 
droite Fi si le plan oscolaleor muA da poiot o A la eoarbe H devdt con- 
lenir, par ezeaiple, la droite A^ II fandrail que 0 apparltat A Thyperboloide 
ACD, et par cons^quent il faudrail que cetle surface passdt par la cubique 
deoiaudee. Ce qui est generalemenl impossibie, car. si un Hyperboloide doit 
pusser par une cubique gauche el par rfrwj- cordes de celle conrbe, riiyperboloide 
est completement determine: donc 11 ne contiendra pas une Iroiäieme corde 
doiiiite4l|>riM Bl8ileadrailM>l, C, D appartenalent a an aitae fayperboloide 
paaaant par la eaUqae gaadie, oelle-ci devrait eontenir lea rix poinla o& rhypar^ 
boloide eat peroi par lea droilea B, E, F; ee qni est eneore laiposrible, car 
une cobiqne gauche ailaee sur un byperboleide donn^ ä priori eat dMenninee 
par cinq points de celle surface. 

Concluons donc que notre probleme admet au plui« gii soliitions 

J'ai affirme qu'il y a dix droiles, dont chacune est l'inlerserlion de 
deux plans usculateurä de H et de deux plans osculateurs de A*. Je juslifierai 
a presrat oette aasertion; ou plutöt, je diaioiitrevai le thioreaie oorrelatif: 

Deux etMque» fotiekt» H, K qui n*iml pa» de poiut» eommtm^ adeteUeut 
dix eordee e o mm m u . (J*appelle eorde eommme toute droile qni ooiq»e en 
dew poinla riela on isMgiiuüres cbacane dea deex cnblqaes.) 
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Supposons que la cubique gauche K soit le Systeme d'uoe conique plane 
C «l d'me droit« Jl ■yanl in point eoMmm «Tee C. Lef eordet d« la cubique 
g«iiclie H qsl rencoBtrait it fornaiit «nie nnface du qntriäme ordre, pov 
la^oello il est UM droUe rijuple, et J7 e«l an« covrfa« double (de ataietioi). 

Cetle surraco est renconiree par la conique C en sept points, en faienU 
•balraction du point oii 72 s'appuie nur C. Dune il y a droiles ^ rei>- 
contrent dcu\ fois II, une fois R el une fois C. 

La cubique gauche // esl coupeo par le plan de C en trois points, qui 
joinls deux ä deux donnenl Irois cordes de //. Donc il y a trot* droites qui 
reneonireat deox foia J? ei denx Ms C. 

n y a donc dl» droiles qoi renoontrent deux fois H ol deiix fob le 
ayateme C+R, J*en ooädnt qve le theorene est mi aosai povr deox eabiqaos 
gaveliea, propreatent dite«, If. K. 

Si ies cnbiqttes gnuches //, K ont un poinl COBUmi, 0 y 0 Ipwlro 
OOrdea commune^« qui pa5S<Mit par re poini. 

Si H, K onl deux points cotumuns a, b \a droite ab est une corde 
conimnoe; en ootre, par cbacun de ces points passent Irois cordes communvs. 

Si KwtX troia pirials coaumras 6, e ies droiles be, ea, ah sont des cordes 
coanraiios: en outre. par chncun de ces points passen! deux cordes cutnmun»^> 

Enfin, si K ont qualre points comaiuus. Ies six droiles qui Ies joi^nenl 
deux ä deux soot dea eordes commnnes; de plus, par charun de ces poinia 
passe une quatrleflie corde commune. Les caldfues aW poa, eoi gdndral, 

d'aulres cordes coniniunef. Mais s"il y avnil encore une aulre corde commune, 
il y en aurait un uumbre inüni, car dans ce cas les deux courbes gaucbes 
aendeat tULmies sar ia swfaee d*Qii mime byperiioloide. 

Concluons donc que, si deux cubiqnes gaucbes. non silnees sur an 
möme hyperboloide. ont 1 , 2, 3, 4 points comoiuns, il y a 6, 3, 1, 0 cordes 
coaanuies qui ne passent pas par ces points. 

On demontre aisemeni aussi le theoreme general: 

EtoMt donmees deux courbes gemehet de* ordre* m. m', avee a, a' po'mta 
äomblet apparem**), retpectivemaU ^ le mmbre total de» corde* commune* ä 

caa eoarftet e«f, «• g^n^ral, * — 1 ^aa'. Et n ies courhe* donmeet 

omf r pokU$ eowummu, le nombre de* corde* commmme* am ne pastent pa* par 

Bologna le 24 juin 1861 



contrant deux feb an« amibe g«ache dono^e. od dit, dTi^urte UM. Oqifay el 
qoi eette coarb« a va aosabre a de point» doublet apparmu. 
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UeW 4m Pfafathe Problem. 

Erat» iblwmJtwif. 
(Von Hern A. ClebsA so C*rlaruhe.) 



Jacohi hat mehrfach darauf hin^pwipsen, dass die bisherige Methode, 
durch welche man das Pfa/fsche Probletn zu lösen pflegt, unnöthige Integrationen 
erfordere, und durch eine andere zu ersetzen sei; als ein Beispiel dieser 
Mvem Methode ist der Fall «nee Tiei^^iedrigra Diferenttlnedniclue in 
89^ Bande dieses Jonraals p. 258 (Httk. W. TU. I, f. 157) andeataagsweise 
behandeH worden. Aas Jener Andentaaf gdit henror, dass weiqgslens die 
ängemeiiie Idee diesw Melkede iiereits daands Jte^bi tbt Aafsa festen- 
den habe. 

Inzwischen ist weder in seinen späteren Publicalionen noch in seinen 
ladifelassenen Papierm ehras Aber diesea GegMisland Torhanden; and man 
darf daher woU onMhnent dass JaeM niemals Zeit oder Gelegenheit fe- 
Wonnen habe, das gedadle Probleai aasUhrlidi and eing^end an b^andeln. 
Audi die grosse AMwtdlnng, wdche in den Torangehenden Bellen Aeses 
Journals mis seinem Nachlasse erschienen ist, giebl nar in Bezog anr die 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung jene neue Methode, welche 
die wahre Verallgemeinerung der Untersuchungen Lagrtmges entbAlt ; nichts 
hingegen Ober das verwandle Prohiera, als dessen speciellen Fall Pfa/f die 
lutegration jener Gleichungen betrachten gelehrt hat. Indessen zeigt eine 
genauere Betrachtang, dass in der Thal die JocoMsche Metbode zur Integration 
der partieUea IMfferealidgMchaiigeii'aaf das Pfaffsch» Problem ganz genan 
Anwendang Indet, nnd iwar <Ane Besdnrinkang eder ErweHenmg der Knnsl- 
giife, welehe bei dem ersteren ProMeaie snm flele llihren. 

Die Ausdehnung dieser Alcthode auf das Pfaffsche Problem in seiner 
ganzen Allgemeinheit und in allen seinen möglichen Fällen ist der Ge^fenstand 
der vorliegenden Abhandlung. Diese Anwendung erscheint sofort als mög- 
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lieh, sobald man die Idee festhält, dass ein Differentialausdnick von 2n Glie- 
dern, der durch » Gleichungen integrirt wird, mit Hülfe irgend einer jener 
Gleichungen in einen anderen von 2n — i Gliedern ühergerührt werden kann, 
welcher durch ii— 1 Gleicliaiigen integrirbar ist; dieser durch eine dieser 
•—1 Gleichungen fai tünm driUMi Bit 2m— 2 VcriiiailiehMi, der Amh 
•—2 GldcIniDgeB iilegrirt werdea kau, v. e. w. Aber aOerdiigs idilen ee 
nmielttt der TcrwiMira GlekkngcB mgem sehr idiwierif , sidi eine getunie 
YentcUnng aller dieser Verginge in ilrea 2ilMiimenhange n Irfldett, nad 
die verschiedenen Gleichunsren anzugeben, von welchen die successive zu 
findenden Integrale abhängen. Dieser Schwierigkeit v^Tirde dadurch beffecnel, 
dass man sich immer den ^effohenen Differenlialausdruck zuerst auf eint." be- 
sümmte Weise in die gebuchte Form gebracht denkt, sodann irgend eine 
andere Lösung der Angabe mmdiBt in dieeer speciellen Form begründet, 
und Ten dieaer erat wieder tn dem gegebenen INfferentidansiraeli anrteli- 
liebrt Hiedoreh ist man der Hflbe ttberbeben, direcle NadiweiM m fikbren, 
wMdie aif aebr verwiekelle algebraiacbe Belradtnngwi libren, nnd aUerdinga 
Uireraeits ein hohes Interesse haben. 

Es zeigt sich, d»<« die möglichen Fälle de« Pfa/ßchen Problems sieb 
in iwei grosse Kiessea sondern, welche beide auf die Forn 

lihren« doch mit dem Unterschiede, dass in der ersten Klasse die Functio- 
nen F, f in gewisser Weise bestimmt sind, während in der zweiten eine 
derselben willkürlich gewählt werden kann; wie man denn da? Prohltm im 
letzteren Falle uuoh dahin definiren liann, dass der gegebene Differenlialaus- 
druclt die Gestalt 

annehmen soll. Die Problome der ersten Klasse treten im Allgemeinen bei 
einer geraden, die der zweiten bei einer ungeraden Anzahl von Verinder- 
lichen ein. 

Die ff. 1—7 geben die Integrationsmelbede tb die erste Klasae ven 
Problemen; ff. 8 -11 geben iwri yeraehiedene Hetbeden för dtte sweile 
Klasae« deren Jede unter geeigneten Umstindcn Vorzüge besitzt. Diese 
Klasse von Problemen ist noch nie allgemein behandelt worden: und ist 
namentlich 4te erste dieser beiden Nelboden durchaus auf gaas verinderte 
AnichattHngen gegrtndet. 
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In dieseu $$. sind die Wege angegeben, die Integrale des /'/o/fschen 
Problems «uccessive za finden, und zwar so, dass jede gefundene Gleichung 
nr TnyulbnHdioii 4m DÜBnmdilaMdnickM Imiiilst wird, ohe mr Aiiteachung 
der nAcfastfolgeoden flbergegsagea wird. 

b den folfeiid«n f§. tat uar Mf den Fall eingeganfen, wo ein Ane- 
dmek mit 3» Vertndeilidcn dnrdi m ffleidiinigen intofrirt irird. Ans der 
in den ersten Paragraflien gegebenen Methode wird ein adir ■letfcwtrdlgei 

Syitem Ton Gleichnngen entwickelt, "'^"^ fi^eiehangeii Mtbdiend, wckbef 

die H Integrale des Pfaffichen Problems gleichteitig definirt, ebne also daa» 
die Kenntniss eines Integrals zur Kenntnlss der Gleichungoi notkwendig ilt, 
von denen das folgende abh&ngt. Diese ^ ■ Gleichungen kiHnmen anf 
swei Formen svrflck; die eine Form, welche n dieser Gleichungen zukommt 
nnd welche nur je eine der unbekannten Functionen enthält, entspricht dem 
ersten P/ls^fschen System ; die anderen — Gleichungen haben sfimmtlich 
gleiche Form, und jede enthält zwei der gesuchten Funclionen. Bezeichnet 
man also irgend zwei dieser Functionen durch Ä,-, Hi, so ist dies System 
durch lineare partielle Differentialgleichungen dargestellt, die man durch die 
Symbole 

(Äi)=o, (//») = o, [Ä;,tf*j=o 

anadradien kann. 

Diese CHeidinngett kalien bOdist interessante EXgensdafken. Denn Ter- 
m{kge gewisser idenlisdier Beaiebnngen kann man du Poiman'-/«e«l^tsdie 
Tkeorem anf dieeeibMi ansdelinen; es besitst Jede Gleidinng 

die Eigensduifl, dass ans irgend dni ihrer Lteangen im Allgemeinen die 
Ohfigen durch blosse DilTerentialion abgelatet werden kAanen; ebenso kann 
man, wenn in der Glelohnng 

V eine beliebig gegebene Function ist, aus zwii Integralen dieser Gleichung 
im Allgemeinen alle übrigen zusammensetzen; wie dies bei den dynamischen 
GMdinngen eintritt, weldie als spoeieUer Fall sowohl der erst e n ab der lau- 
teren Gleidinngen an helraohten sind. 

Ein Theü der Mer mitgetheOten Resoltale dndet sieh In der Abhandlnng 
des Herrn Nukmi, dieses Joomal Bd. 68, p. 901 ete. angebahnt So ist namentlidi 

35 ♦ 
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die Ausdehnung des Por««onschen Salzes im Keime dort enUiallen, wenn auch 
in einer Form, welche das Wesen der Sache nicht vollkommen erkennen 
Jisst, und nicht in der Ausdehnung, weiche ihm im Folgenden gegeben 
iit. EbenM fiodel nun du /«ooüsclie Princip, den gegebeiiMi Dtfr«n»lSal- 
Mwdradi dwrdi die geAmdoMn htegrd» n redndreB, dort Mgvwaiidt Da 
■ber ideht gMcigt word«ii iat, wie mtm toi dn «iftratmdaa liwiiff—OT SyglMMii 
farlitlkr Biferantud^eidrangen ctM Inla^al iadan kAu«» to maiil» a. a. 0. 
die Methode nothwendig ohne Abschlags bleiben. Da aofBwdea die Art der 
Darstellung und die Natur der Beweise hier eine ganz andere ist wie in der 
Abhandlung des Herrn Nalani, so schien es dem Verfasser angemessen, neben 
vielem Neuen auch dasjciiiae nicht zu übergehen, wofür sich dort An- 
knQpfongspunkle finden, um dadurch nicht der ganzen Darstellung Deutlichkeit 
Bod Zusammenhang su rauben. 

Zurilckführuug zweier Lütungeo des Ffaffathen Problem« auf einander. 
Es sei 

(1.) Jr,d!»i+J[;db,+— 
der gefdieBO IHffereBtbdonsdrmk, in welchen X«, X», ... irfmd wdcho 
FBBclioBen vmi «i, d^, . . . bedenlen. Da« Pftigkk» fnhhm beiteht 
darb^ dteaen Aaidraek die GeMaU sb geben: 

(2.) Fii<r.+F,dir,+- •+^.d5r„ 

wo die F Bsd f wiedenun FoBcfioBeD der x aaid. Dies ist aaf meiir elf 
eiae Art möglich; so aber dass die verschiedenen Lösungen des Problems 
aus einander abgeleitet werden können. Ich nehme an, ein Ansdmek (2.) aal 
gefvnden; laaB mU zunickst aus diesem einen anderen kUden 

(3.) *,rfv, + *3rf^+«"+*,<«^p., 

welcher jenem gleich wird, und also eine BOBO LOtBBg des ProUems as- 

giekt. Betrachtet man dann in der Gleichung 

die F und f als die unabhängigen Veränderlichen, so löst sich diese Glei- 
chung in die folgenden auf: 

0 = 
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deren jede n verschiedene Gleichungen darstellt. Aus der leisten derMlben 
folgt durch Elimination der 4>; 

oder durch Integration: 

(5.) 0 = /7(<^l,«^,,...y.,/;,^,.../:), 
durch 77 eine willkärliche Function bezeichnet. Die Differentiation dieser 
Gleichung nach Fi giebt dann 

/7>..-|S. + ,7>.^+... + /7>..|^=0, 

und die Vergleichung mit der zweiten Gleichung (4.) zeigt dann, dass 

(6.) *, = A/7>,, *, = i/7V„ . . . *. = A/7V., 
wo l ein unbestimmter Factor ist. Endlich giebt die erste Gleichung {4.) 
hienacb sofort : 

F, = i(nv,-|.+/7>..^+...+y7V..^), 



oder weil nach (5.) 
wird: 



(7.) P, = -xn'r,, F, = -}.n'r,, ... F.=^-in'f,. 

Die Gleichungen (5.)., (6.), (7.) stellen die allgemeinste Lösung des Problems 
dar, insofern die Gleichungen (5.), (7.) es gestatten, nachdem man einmal die 
-willkürliche Function 77 irgendwie bestimmt hat, die Grössen <y>j, ... i, 
durch die F, f auszadrttcken. Die Gleichnngen (6.) liefern dann die 4^ 
ohne Weiteres. 

Es könnte allgemeiner scheinen, wenn man nicht blos die Determinante 

ÖF, ' tF^ "' dF. 

verschwinden Hesse, sondern auch ihre Unterdeterminanten bis zu einer ge- 
wissen Ordnung. Dann wtlrde man zwischen den (p und f nicht eme Glei- 
chung, sondern eine gewisse Zahl von Gleichungen 

77, = 0, 77j = 0, ... 77^ = 0 

antunehmen haben; und fflr die F, 4» würden sich dann die Ausdrucke ergeben: 

*, = A.77,>.-fi,77,V,+ •4-^^77; 

Fi = -i.nin -KnUi K^j.. 
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Aber in WirUidikeit iit dies nnr ein specietter FeU des Twifen; denn seilt 
■un In dMn IHAeren 

wo die A Functionen der f, (p bedenlen, so wird 

Fi = -3i,n,f, -i^niti x,n^ti -n,^-n^^^ ^. 

Mmmt nun min an, dass statt der Gleidnmf 17 s 0 die Oleidmng en 

JT, = 0, 77, = 0, ... 77^ = 0 

g1cichzeili<r bpstehen, so gehen diese Gleichungen in die obigen Aber, welebe 
demnach aus dem ersten Fall abgeleitet sind. 

Wenn man aus den Gleichungen (5.) und (7.) die Grossen y^i, y», ... 
nud A eliminirl, so gelangt man xoletit su einer GleiAnng, der man die Form 
gdben liann: 

^ fr f f ^— A 

und zwar ist ^ eine gans wfllkflriidieFmielion, da n oben eine wUlkfirliobe 

Function war. 

Dies Resultat ist sehr bekannt. Da es aber als Grundlage des fol- 
genden dienen wird, so schien es passend, dasselbe durch einfache Betrach- 
lungen von Neuem abzuleiten. 

Ich liemerke nur, dass ebmi diese Betrachtungen offenbar noch gellen, 
warn swisdum den Fnnettoami X solelie Beriehongen obwallmi, dass man 
dem Ansdnok (1.) die Gesielt geben kann: 

wo m<in. Auch dann wird in der allgemeinsten Form 

dtoses Aosdnidts die Fonction 9u eine willkflriicbe Function der Grossen 

ff e ^1 ^m-l 

#1» /»» • • • imt Fm ^ " ' fm 

isbi) weldie einer q^edeUen Lftsong angeboren. 
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§ 2. 

Successive Lösung des Pfa/fuchea Pfoblema. 

Liegt der Ausdruck (1.) vor, so wird man also zanAchst den allge- 
meiosteii Ausdruck von <f, suchen können, 

Hat nun aber einen besondariB Anadruck dieear Art gefimden, den tüm spe- 
deOer Werth von J7 entqtriohl, so kann man 

» Const 

lib elB btegml des /ySqfkdien Problems betnohten, und die Anftncboiig von 

<Pi^ <pi, ... t dadurch anbahnen, dass man aus dem Ausdrucke (1.) eine 
der Veränderlichen eliminirt; wodurch denn dieser in einen Ausdruck mit 
2n~l Veränderlichen übergeht, der aber die Eigenschaft besitst, durch 
Gleichungen integrirl, d. h. in die Gestalt 

(8.) *i'^*v^VFr4r*^'+-+iarfÄ 

gebmcbt werden zu können. 

Um diese Eigenschaft, welche von der Wahl der zu eliminirenden 
Veränderlichen offenbar unabhängig sein musS} nachzuweisen) liann man von 
der specieUen Form (2.) 

ausgehen, welche gefunden gedacht wird. Setzt man sodann die (ileichung 
Const. in die Gestalt 

«ad führt diesen Werth von /, in die Form (9.) ein, so erhflt man: 



— p-i Vi- -a ,- + ••• H p 



Diese Form enthält aber in der Klammer nur 2(ii— 1) Veränderliche 

i» /t> • • • "jF"? "B— » • • • TT"» 
nnd Msst sieh daher notwendig in der Form (8.) darslellon. 
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Diese Eigenschaft ftlrl raf ien Weg, den man zur einfociisten Lösang 
4m P/a/f»ch«B ProUeaf «ianseUagen hat. Mao denkt licfc aml ahit des 



in die Geflldt gehnichl: 

■■d mdit etee bdiehige Fnction 7. der Grtntm 



ff f ^»-1 

/Ii ••• /»i F ^ ''' F 

in bestimmen. Eliminirt mfln dann mit Hülfe der Gleichun£r (f, — Con<<t. aus 
dem gegebenes Aosdnick eine der Yerinderlicben, so lisst sich der Rest im 
die Form 

flberfiÜirea. Man sucht jetzt eine beliebige Function 9)^, der Grtaaen 

Ai » f» » ••• ^1) •> 'JöT'' '** 'JiiT 

ta bestimmen, und eliminirt tnil Hülfe der Gleichung <p^t = ConsL wiedenM 
eine der VeHinderlichen aas dem (^e^ebenen Ausdruck, der aJsdann noch 
2n — 2 Verinderliche enthält, aber durch n — 2 Gleichungen integrirbar wird, 
d. h. der sich auf die Form bringen lässt: 

Man mda fenur eine FaicUon dar CrrOasen 

-(') fW flV 

/l » /« » • • • /•-»» ^J^» "i^' ' " ' ' 

eUntafai alt BAlfe von ^_»BCenat. abennela «ine der Verladeriidien ane 
den gegebenen Anedruck, und fihrt in dieser Weise fort, bis man in den 
Ausdruck nur noch ii+l Verinderliche übrig behält. Den gegebenen Ais- 
druck, auf <\\ene Weiae redncirt, kann man sieh dann immer in die Fenn 
fekraekt denlien 

facht man nun «ine beliebige Function <pi von zu bestimmen, so hat 

aMn eine Reihe von Functionen 

Vi» y»? • • V-f 
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witehe« C«aataiit«ii gleich geMlzt, die Integrale des voriiegenden Problems 
Uldan, <L h. wddie es, erhaben, den gegebenen Ausdruck la der Fonn 

«iarzusJellen. 

Denkt man sich die Functionen ^i, ^j. . . . gefunden, so sind 
wShrend der soeben beschriebenen Operationen die Yerlmderlichen x in fol- 

geuden Beziehungen zu belrachten: 

1. Aus ^. =Const., X,. als Function von x^, 9%^ 3, j 

2. Aus (p^i = Const., als Function von Xi, ... ^ «»j , 

3. Abs Const , .«^^t als Function von o^, . 

U. 8. W. 

«-1. Aue ^ K Const., als Function von «j, ... oi^. 
Seilt nn in. dleiin Sine: 

n. s. w. 

•-1. xr^ « jrrv^-c;^, 1=1,3, 

ee knt neu den Vetg^endea feniw« eidi folgende idodiMhe fflekhuigeu 

/jr,die, +X,4», »Fidir, +F,d^, +-fF.dy:, 

I u. s. w. 

u)id ms diesen identfichen Gleictengeii die BeüiiniBUfeveife blgeuder Funolio- 

aen anfsnsucben: 

Jonrnal Ar MitbrnMik B4. UX. IMtS. 36 
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9i 

leb werde ■» Mife», wie dieeelbe ens inm. CtleidiiiiigeB (9.) einfiMh ker- 
vwfekt. 

S. 3. 

FartieUe Differentialgleichiuig, der jede« einaelne Integral dei Ffafftchtn Problem« 
enMgt, iB im WtSUt fo dn 2te|^i6di%er Di£fiKential> Andradc lidi in 
WaiM auf ein«i> m 



Un 4ie m befolgende Methode dettlieber aas Liebl tretea n luseen, 

wird es gut sein, zunächst die Aufsuchang von ^, beetnden n hftbiiHlitln. 

welche auf das bekannte erste Pfaffsche Syütem führt. 

Wenn man in der ersten der Gleirhungen (9.) die x als die unab- 
hfingigen Verflnderlichen ansieiit, so löst dasselbe sich in ein Sysiem auf, 
welches durch folgeodo Gleichung repräsentirt wird: 



(11.) J[i = J^^+#i^+...+F.^. 
Gleiehaf eber ergiebt M sofbrt fblgeiie: 



(12.) 



Heu kau JeM oümbar inner eelebe fl rte w e a «i, 
•Unnen, welcbe den Gfetcbnifeii genflgatt: 

(18.) ^A'i = 9a»i +flBe, + * +—+%^3*»„ 



dF. df. 
3^ ä«»' 



«Mit Hfllfe der GleiehMgen (11.), (13.) aebmeii aber dieee die Gestait aa 
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DiMe Gleiohmig stellt 3« vencUedcira Tor, wddie In Bauf «tf ^ 9« An»- 

liiMT itaf ui iww 10« duB die Detorminaate ihrer CoetteieiilMi 

vrird. Wenn aleo dieea Deteminanle nidit Tereebwindel, m Ifteea lieh die 
oUfea 9» Giddngea ii die folfendm «af : 



(14.) 



Was die fragliche Determinante belriiTl, so ist leicht zu entscheiden, ob sie 
verschwindet oder nicht. Denn man kann J auch in der Form daraleilen: 

Multtplicili man diese Form mit der vorigen, so erbfilt man nach einem be- 
kauBtea Satte, den bereits Herr JMaadU in dleasr Art angewandt hat, eine 
Delenniaante, deren Eleaiente die Grftasan 

dF, df, , öF. ö/i . dF.dr, dP, a/. 
Te^'sr+"3GrTC"+"' — asT'Si — sric^ — *" " ^ 



(15.) ^ » 2±«i,aa<v'S^* 
So ist das Ye r sei i wi n da n rm J anf -dai TarsekwindaB afeMr hahanntan Oo- 
tomdnanlo anrflckgaiUwt. bh nohno Yorarst ant dass diaaeibe nicht var- 
achwindo. Aaf den entgagaigaaaialan PaH homm» ich wallar nnten larflck. 
Sa liaatahen also- dto CHaichangan (14.). Ans der arstan darsalhen 

96 • 



304 a«b$ek, aber 4at PfagM» FnUm, 

folgt noch: 

Dies« verbunden mit den Gleichungen (14.), zeigt, das» die Lönuigen der 
Gleichung 

foIgeB4e iliid: 

ff f Ii- 1^ 

mitliii) ist die gesuchte- FuacUou ^. eine beliebige Lösung dieser Gleictiung. 
Dieselbe fülhrt, irie nu «iidttellMr rieht, auf «tat ente Ffaf sehe System 
indem Uermidi 9. ein beUeUges Integnl des folgenden Systems vollstintitsr 
DÜmtialgieichnngen isl: ■ 

(tei : : . . . : äb^, » «1 : «t ; . . . : ei». 

S 4. 

Sfannltaiie partielle IXffBreotlalgleidinq^, die in dem Felle «afbetoi, wo «in pgli^ 
driger IMfl^reBtieleudniok lich in detcmicirter Art auf eitten w^edriigan Im^en 

lässt und 2m < p ist. 

Ich werde jetzt eines der anderen Systeme (9.) betrachtenj oder, all- 
gemeiner, die Aufgabe behandeln, einen Ausdruck 

f 1 5.) J^, rfx, + A':, f/j-, f • • • f A'prfXp , 

zwischen dessen Coeficienten die geeigneten Besiehungen stattfinden, anf 
die Form 

4>,d(pt-i-4>.d(p^-i h 

zu bringen, wo 2m<ip Es wird genögen, etwa die Function <f^ zu Ünden; 
denn ist dies gelungen, 00 kamt man nüt Hfllfe der Gleiehnng 

<P„ — Const. 

etwa Xp eliniiniren, und hat dann nach §. 2 die Aufgabe auf eine andere zu- 
rflckgefahrt, bei weldier seweU p ab m nm Elms vermindert sind, welche 
aber eine gani analoge BelmBdlnng geslatlel. 

Denken wir ans den Anadmek <15.) nnf iifend eine Weise aaf die Form 

(16.) F,air.+''t<<r.-h-+F-d5r« 
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gebncbL, so ist eine beliebige Function von 

#1» /!♦ • • • /•> » » • • • « 

'«1 

Bd «0 kaüt nr dmnf «Im wM» n iadoL IH» GkkhMlmg im 
Aifdrtak« (15.), (16.) ftivt aber sn folgmtei GMehugoi: 

(17.) X, = F.^+F,^+...+li'.^, 
wo f die Wertbe 1, 2, . . . ji n erhellen ket; nd «u dleew folgt fenrar: 



(18.) 



öx,. ÖJ^ öx, ^x^ datf 75^* 



Seien jeUt ... k,. irifond 2« verschiedene Indices elf der Reibe 

1, 2, ... I», und bestimmen wir ^-2«-f-l UröMenreiben 

»1^ »i^ • • • »I» 



io diM die erete Reihe den Gleidrangen gealgt: 
Jede der «idereB ReUm, s. B. 

,(») 

aber einem Systeme folgender Art: 

(20.) rM. *2»* " 

IfilOfllfe derdckknogen (17.), (18.) verwaadelt eteh du enie dieeer Systeme 



im felfsadet: 

wo dem ln<lex Ar der Reihe nach die Werlhe ... beigelegt wer- 

den müssen. Schliessl man nun, ganz wie im vorigen vorlAufig den Fall 
ms, wo 4ie Determinanle 

Tenchwindet, so UM atdi taat S]^lnn in die einfadiOTw Gleichaigm Mf : 

Aus der letaleren folgt noch, dass auch 



imd Bin sielit dalier, dan dar Glridmag 

(21.) 

die 2m —1 AusdrAcke 



31.) ..^+..^+-+^:^ = 0 



/i» /n • • • im» -B*-, -y-, • • • -Tp— 

gantgan; worava waiter indi argiobi, data die allgundna LAang dar Glai- 
dmng (2t.) iat: 

(22.) tp « J7(/i, /i, tm, y^^ tF*, aPi-+i» «Wn ••• *J' 

In ganz ihnlicher Weise gehl das System (20.) mit Httlfe der Gldcbungen 
(17.), (18.) über in: 

w« wiadar dia Wertte A^, . . . ailMlIaii naaik Und wan ^ ai( 
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verschwindet, löst sich dieses System in das folgende auf: 

Man erkennt bierans, dass die Gleichung 

(23.) 8;*>-^ + «f>|^ + ..-fa5*)i3^- + 3^ = 0 
erfOlit wird, wenn man fOr <p eine der Functionen 

fll fit • • • fmi ^11 ■ • • ^• 

einsetzt, und dass also 

(24.) (f = V*(A'A^ •••/*"» ^-»^^-(••••^»•+A-i* ■*^) 

die allgemeine Lösung der Gleichung (23.) ist. 

Vergleicht man nunmehr die Gleichung (22.) mit den p — 2m Glei- 
chungen, welche (24.) für die verschiedenen Wertbe von h darstellt, so zeigt 
sich, dass es Functionen giebt, welche gleich-'.citig unter alle diese Formen 
fallen, und also simultane Lösungen der Gleichungen (21.), (23.) sind. Die- 
selben dürfen wegen der Gleichungen (24.) die x nicht mehr explicitc ent- 
halten, da jede jener Gleichungen die Abwesenheit eines der x fordert, end- 
lich aber können der Gleichung (22.) wegen nur die Verhältnisse der F darin 
vorkommen. Die allgemeinste simultane Lösung der Gleichungen (21.), (23.) 
ist also 

Dies aber ist genau die gesuchte Function, deren Kenntniss dazu dient, den 
vorliegenden Differenlialausdruck auf die nächst einfachere Form zu reduciren. 
Man bat also nichts zu thun, als irgend eine simultane Lösung der Gleichun- 
gen (21.)« (23.) zu suchen. Es entsteht die Frage, wie dies bewerkstelligt 
werden kann. 

Ich bemerke zuvor, dass es oifenbar gleichgültig sein muss, welche 
der Indices 1, 2, ... p man als Ai, ÜC], . . . Jr,. zur Bildung der s verwendet; 
so wie dass es ganz gleichgültig ist, welche der Veränderlichen man durch 
die Indices 1, 2, ... 2m gcwissermassen von den übrigen sondert. Dass 
dies wirklich so sein muss., liefert eben die Bedingungen, unter welchen der 
Ausdruck 

Xi dxi -\- A'j dx, -T i- Jfp dx. 
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in der Fonn 

ilarsicllbar isl. Es ijl nttcb dem Vorhergehenden leicht, die abrigens bekannte 
Form dieser Bedingungen abzuleiten; was ich um so mehr äbergehen kann, 
als die Aufstellung derselben fQr das Folgende ohne Bedenlang ist. 

Im Vorigen ist der Fall ausgeschlossen, in welchem J verschwindet. 
Es isl leicht zu zeigen, wie man diese Bedingung auf eine zwischen den X 
:«laltrmdende Bedingung zurückführt. Sind nämlich er,, ... a,. eine Reihe 
von 2m verschiedenen Indices aus der Reihe 1, 2, ... p, und setzt man 



'-'SxT dx. "' dx, 



cx. 



so isl mit Hülfe der Gleichungen (18.) nach einem bekannten Determinantensalze : 

JJ' = .5"+ o. o, , ... o,_ „ . 

Wenn tüso J verschwindet, so mAssen alle Determinanten dieser Art ver« 
schwinden, bei denen eine Indicesreibe die Reihe 

1, 2, . 2m 

ist, wflhrend die andere Reihe 

a,, Oj, ... rtj. 

jede beliebige sein kann. 

§. 5. 

Eigenschaft der gefbodeDen limuItaneD partiellen linearen DifTerentiatgleicliangeo. 
Die Aufgabe besteht darin, eine simultane Lösung der Gleichungen 



"im h l 
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Cltkspä, über äfu Pfaftcke Problein. jMN> 

Man weiM dabei in Vonu, dai» es imnw 2m solcher FimoliqsM 

A» A» • • * fm» ^1» ^» • • • 

gMit, tun dflffOB Hälfe die ellgemeineB liilefrale der hieben Torttegendea 
GleiduuigeB beslfUeii ^ Mgenden Geetelleii aneekneB: 

y = V^?«(Ai • • • 11 -»^v-M^ ••• app-i . ^«)- 

Unter diesen Umslinden liegt es nahe, die Functionen /"i,/";, ... /!,, F,, Fj, .. 
iich als bekannt vorzustellen, und sodann als anabhingige Verinderliolie in 
den obigen Gleichungen die Grössen 

fly ft^ • • ■ fmt ^l") F,, ... F„, Xj^^j, ... X, 

einsofflhren. Die vorstehenden p — 2m+\ Ausdrücke von 7 werden duim 
effenbar einzeln die allgemeinen Lösungen fulgendcr parliellen Differential- 
gleichungen, in welchen die unter den Klammern ausgefOhrten Differentiationen 
tiflb wtt die neae Wahl nnabhingigor VerinderlideB bediAeii: 

0--/ \ ^9 . dg> / dx, \ i'ff / f>j. \ ^ oqp / ^x,. \ 

0 « ( - ■ 0 =^ ^ii- + 1^ C--.-^) + 1^ ( + . . • + ^ ^ 



IHai» GMchtt^aH aiaMB aüt den dben aageg^eae« Me Mf gewiese Faetoren 

übereinsÜBiMB; und man sieht auch, dass diese Faetoren Ar die letzten p — Im 
CUeicJumgw iinr 1 «ein könnm, da sowohl in der neuen als in der ersten 

Forai die DüanBliakpotlentoB ^ , --^^1 ... den Coetteienten I 



Bomlahnot Mn Ulr dio enia Olelohnnf den mboknnnten Faeiar, 
mtehor Mida Fonnan nntaradieldet» dnreli ci, aa kal aun damna^ folganda 

M.LX. iMta. 37 
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dtp 



4 • • 



Bezeictmea wir jetst durch 

denjenigen Ausdruck, welcher entsteht, indem man die Operation A^'^ auf den 
Ansdrook A^''^{(p\ anwendet, eder indem man in ^^'^[^J an die Stalle nm 
den Ansdrnek treten lft»t, so erhill man Relationen, weldie nofl^ 

wendig von der Wahl deryorlnderlielien vnakhingfg aind, nnd alao andi flir. 
die urspranglichen Formen jener Operationen gelten mflssen. Sind I nnd k 
irgend weleke der buUces 1, 2, ... p— 2m, so ist immer identisdi: 

Durch Verbindung der ersten Operation mit einer der anderen gewinnt man 
aber die identiadien Gleichungen: 

(27.) AiAf^^m-AnAWA = 

Obgleich diese Gleichungen bereite inr Begrflndimg der folgenden Integrationa- 
melhode hinreisen, ao iat ee doch sweckmiMig, den wirUiehen Werth dee 
Fieton fi' anfannidien, was felgmidemuHMen geadiehen kann. 
Beieiduiet man dnrdi D die Determinanta: 

welche lieh nach $. 4. in die beiden Pactoren 

nllAit, ao ergiebt deb dnreh AnflAnng der Cfleichnngen (19.) 
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mdem man bemerkt, dass 



w,^/ ^ ■ ) 

\ cto|. cw* e»,^ 



wo die erste Summe von t = 0 bis i — 2m, die anderen beiden von 1 bis 
nu nehmen sind. Es ist aber 

aUeo Ufliftaiiea gleidi llnU; oad 



Äff. 
'1 



nur von Null verschieden, wenn Xsa ist, und in diesem Falle ist es gleidi /f. 
Die obige Gleichung nimmt also mitUebergehung des Factors ^ ü» Gestalt an: 



Ott ««kher MUMlf die wOlkflriiehe mdieamiha ki^k^^... fau 
idnviiBdmi bl. 

Belraelitel man nun, wie oben gesoheiian iit, dQe Grössen xi, x,, ... X|« 
•to FmWlionnn von /i, ... /"., F», F„ ... F., und schliessl die in diesem 
ftt»^ gMOMSMiea DÜBrantinlqttOtientett in Klanunera, w» wird bekanntUcb: 

od daher iil 

also jeUl den Ausdruck ^[y]» m kount: 



:ed by Google 



fit m*kw0k, Üir Jto Ijfmkls MlMi. 

Am Hewr Mchmif iUft, to dar Im Tcilgm wliiirtliiiwl gthMMW 
Factor ^ den Werth -1 hat; mä daamach gellt die Gletehuff (97.) la die 
aiafachare Gaatait ober: 

(28.) AlA^'\i<p]}-A^'^iAi9}} « 0, 

eine BeatelAnig, wakha ildi den GMahangen (96.) ToUkoamMi aucklieaal. 

Integration der pcüindf-nen siroult&neu partiellen Difftrentialglcichungen. 

Jaeobi hat den Weg angegeben, anf welchem man ein gemeinsames 
Integral ateaa SyStana toh GlMugMi 

^[^1 = 0, ^<"[y]=0, A^*[<p] = 0, ... 

aofanmchen hat, sobald dieselben den Gleichungen (28.) genügen, so- 

Md ae alae nicht nri»gliah lat, ana daDaelheii dwali DÜMairtlBlIaB aew INf^ 
farentlalgieichnngen entar Ordqmig ahmleitai. 

Zw dieaaai Ende aaeht man auarat ein btagrai iifend einar diaaar ffle^ 
drangen naf. Ich wiH anndunan, man henae ein Iniegnl yr dar Gieiehnng 

Aiv] = 0. 

Diese Gleichung wird sich im vorlieg'eTiden Falle immer deswegen eurlTnt«r- 
giichune: empfehlen, weil sie nur auf ein System von 2m — 1 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen führt, wflhrend jede der anderen auf 2m Gleichnngra 
fahrt. Man kann sagen, dass y ein Integral einer Gleichong (2fli— 1)'" Ord- 
nnng TonteDt, anf walaiie man jenes System BnrflckfUwen kann. 
Da anf dieae Weise identiach 

so finlgt aus (38.), daaa nach: 

d. h. wenn y eine Lösung der Gleichunfr A[(f']—0 ist, so ist auch .4"'[i^] 
eine solche; mithin auch y4<'^f.4<"[v]li etc. Selsen wir der KOrze wegen 

.4">[u'l ^ 1//', etc. 
Da es nnmOglich mehr als 2m— 1 von einander iinabhtngige LAsiagen dar 



^[9»]»0 gdiM kala, m lütt ttt FwMnnf itonrOpanliMM 
flif 6lM FMim weM« sieh ab PMkn dw 



wo /7 zwar noch x,^^,, x,.^,, ... aber nicht mehr Xt, «a, ... 0»^ ent- 
halten darf; nni swar ist hAcshitaas glmeh Sai— 1, kau abar «baoMWoU 

kleiner sein. 

Man kann jetzt ontersachen, ob es eine Function <f von tf', ... if^f^ 
giebt, welebe sngleici ^ €l«iaknf keMedlgt; diaaelb« kann noak 

^»fM ^1^11 • ■• andiallaD, aber 4^, o^, ... «>. aollMi ezplkila idakl mir 
teil ToriioauBMi. bi ^ riia aoldto Fwotioa, ao wird 

0 = ^(»[91] 

wo die in Klammern eingeschlossenen Differenlialquotienten sich auf die 
Vorslellnng beziehen, nach welcher <f als Function von V> V'» • • • V*'^» 
<E^tt 3^2) • ■ X, betrachtet wird. Nach der Definition der v giebt aber 
OMgai iOgleiiA 

-(|^)^'+QV+-+(s^)« +(^-)- 

Da tat dn CoeffieientcB dieeer Glelehuig die Grüfiett x^^ . . . expUcile 
■idt aebr ToriEoauiaa, ao giabt ea wIrUldi die PondiM 9 dar vailai|taa 
Aftf ind lUaaalbe iat dami rfne aiaiillue Löanng der eialaa beiden 
cknfMi (25.). Die obige Gleichung aber ergfebl 9 ala Integral det SyileMf 
tan ^ gfwShidioheB DÜareiitialgleichungen: 
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odmr ier Diffwtnliilftaiohwig /x*" Ordmaf : 

Iii etai lategnl dieier GMehmg: 
«EWfi 

dto gesuchte simultane Lösung der ersten beiden Gleichungen (25.). 

Betrachtet man insbesondere dies«^ Function als Lösan? der ersten 
Gleichung (25.), so kann man offenbar aus derselben auf ganz dem näm- 
lichen Wege, wie hier eine simultane Lösung der ersten und zweiten ge- 
ftuden wurde, eine simultane Lösung der ersten und dritten finden, welche 
4«r iweitMi Gleidnf dm «benfUls genügen wird. Vmi m kMm 
■Umllif SB eiier Fnetioa Mblefgen, welche udi lodi der dritte«, iMen, 
etc. der Oleidiugen (85.) genflgt, und »dlich sb der geeadrten tiaraltenea 
LAeoag aller, wodurch denn die Anfgahe erledigt iit. Man hat dabei der 
Reihe nach p—2m Uülfsgleichungen aufsuslellen, deren Grad den (2m— 1)*" 
niemals übersteigt, und ein Integral einer jeden zu suchen. Da zunächst die 
Kennlniss eines Integrals der ersten Gleichung erforderlich war, welches 
ebenfalls von einer gewöhnlichen DiiTerentialgleichung (2m— 1)"^' Ordnung 
ahhingt, so bedarf man im ungOnstigsten Falle je eines Integrals von p— 2m+l 
DIffermtialgleidniiigeii (2m -1)"' Ordnung, um die Fuidioii 9 Ii vorge- 
idiriebciier Welee «ngelen la kAanen. 

S 7. 

Zuäamincn^lclluug der zur gegebenen Lösung nötbigcn ()pi.rrni<)iKn. 

Die auf diese Weise gewonnene Lösung des Pfaffichen Problems ist 
denuiach folgende. Ist 

Xi rfX| + Xj dxj -f- • • • + X2, rfxj, 

der gegebene Aosdnidt, so bilde man zunächst das ia $. 3 angegebene System, 
welehei einer DUlMreatielglelchttng (2n-l)'*' Ordnung entaprielit. Bin Integral 
derselben sei 

^« a Ceasr 

Bliaiaiit man sodann mU Hftife dieser 6leiclnnf am des gagitaw 
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Awdnid^ 10 geht danelk» «tw« ib«r tai: 

laimn mm auf dieaen Aiudruck die Methode der §$. 5., 6. anwendet, wo 
MB»— 1, p=z2m—i nri MliM isi« gelangt mn tu einer Function 9^,, 
«ddto i^elckseltfg 2 partieUan IMiBffenlialglaidwngen geMgi, od n deren 
Anbleihmt mtm je ein falegrri von iwei gewftludiofcen Dilbrenfialglfliehnngeii 
kamen mim, tm weldwi eine von der (Sto—S)*** Ordnnnf, die andere Ton 
IpleiidMr oder niedi%ater Ordmng lat. 

Hit Hfllfe der Gleichung Const. eliminirt man jetat 4^^, ane 

dam keteits redadrten Ausdruck, wodarcli derMtbe in 

ibetgeke. Setat man in der Hetkoda der H.5., 6. «i»»— 2, |y»2«— 3, 
ao findet man zu diesen Anadmck eine Function ^^^^ mit Holfe je eineg 

Integrals von 3 Gleichungen, welche höchstens bis auf (2« — 5)'" Ordnunip 
ansteigen. Mit Hälfe der Gleichung (f. , ^ ConBt. eliminirt man ^ 1 Q. 0. W. 
So gelangt man endlich zu einem Ausdruck: 

X""" dx, + xi'-'' + - + x'::" dx^ , . 

Indem man auf diesen Ausdruck die Methode der §§ 5.. 6. anwendet, hat 
man p = n-\-i , m \ zu setzen. Es findet sich dann eine Function <pi ^ 
welche gleichzeitig h verschiedenen partiellen Differentialgleichungen genügt, 
«nd durch Integration von ebensoviel eiiuelnea gewOlinlichen Differential- 
lleidmgaB ataler Ordnung gewonneii wird. 
Die Gleichangen 

= Const. , <p,_t — CJoBst. , ... <p — ConsL 
geben dann eine Lösung des Pfaffichen Froblems. Im ungtlnfltigslen Falle 
kedarf «an aar Aaffindong dersefben die Kenntoln Je einea iMegraia von 

1 Differenliaigloichnng (2m— 1)'" Ordnwig, 

2 - - (tii--8)*- 
8 - - (2a~5)"' 

• - - - . 

Die gewOkidleke Aaflaimg des PfiagMMi ProUena fordert die voIlaUidigo 
htagralioi von je einen Syrten der (9n -1)*^, (9n-8)**", Oidnanf ; 
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odw wenn man will, die Kenntniss je eines Integrals von 
1 DüferMtialgieiduuig (2ii-l)'" Ordnaf 



1 - - (2» -2)"' 
§ - « (2« -3)'" 

2 - - (a«-4)'" 



»-1 - - . 2f 

• - - 



Mnn bemerkt, dass durch die vorliegende Methode die einmalige Iii'* 
tegratioD simmtlicher Differentialgleichungen gerader Ordnung erspart wird; 
wora anaierdem der ÜMtmi tritt» «a «Mgen blegralisaei, welelie in 
beUra Pillen Ten gleicker ZiU afaid, mir im ugflaaligfleB Falle bb n das 
angefebeneii OrdmnseB anbleigen, sekr dl aber croieeBtteOa yoii viel ile* 
drigeren Ordnungen eein werden. 

Wenn zwischen den Coeffidenten des gegebenen Differentialansdmelu 
solche Relationen stattfinden, dass er dnrch n—k Gleichungen inlcgrirt werden 
kann, ao ist der Verlauf folgender. Man wendet sogleich auf den gegebenen 
Ausdnick die Methode der §$. 5. und 6. an, indem ^ = 2», m = H—k geseilt 
wird, nnd ündet ein Integral 

ipm^ii — >G<Mlit. . 
dnrch je einmalige Integration Ten 2k+i gewUtaiBtibeiilHiBrenttalgleichungen 
der »(«-*) -l*" Ordmmg (böcbateu). EUirfnirt man wdann ntt Hilfe diaaar 
Oleicbmf ana dem gegebenen DifirentialattidnMb, io erbiit man ah 
wwBtUM Integral ^^_i3=ConaL, indem man in ff. 5. und 6. |> = 3ii— 1, 
M — R — k~i sotal, durch je einnuilige latagratton von 2A + 3 gewöhnlichen 
DifTerontiolgleichungen a(»-^#)— 3*" Ordanng, elc So fordert die Au^^ab« 
Je ein Integral von 

2k +i Differentialgleidrangen [2(«-il()-l]"' Ordnung 
2k+2 - [2(ii-*)-3]'" 

2&+3 - [2(a-*)-5J''' 



*+• - .1 



Digitized by Google 



Clebteh, über da» Pf«^»dke Problem. 



§. 8. 

Indeterminirter Fall des Pfaffschcn Problems. 
Es bleibt übrige diejenigen Fälle zu untersuchen, welche im Vorhcr- 
gehendea austreschlossen wunieii. Diese Falle sind nur scheinbar oben als 
Ausnabmsfäile uufgelreten. Dieselben bilden in Wirklichkeit eine besondere 
Klasse, welche von glddier Allgenieiuheit ist, wie die im Vorigen behandelte, 
und swar m, daiS bei einw geraden Aniahl von Verinderliehen im AUge- 
M^MB der oben bebandelle Fall, bei einer ungeraden Aniabl der andere 
anflrelett wird. IHeae iweile Klasee von Problemen, weldier bisher nur ge- 
ringe Anfmerksamkeit geschenkt word<Mi ist, feiert eine ganz andere Be- 
handlang wie die vorhergehende. Indem ich den analogen Gang einschlage, 
werde ich zunAchst den gegebenen Ausdruck 

nf irgend dne besondere Weise in die Form 

gebracht ilcnkcn; und ich nehme an, dass es nicht möglich sei, den Ausdruck 
in einen anderen zu verwandeln, welcher eine geringere Anzahl von Termen 
enttidte; wobei dem Jedenfalls p^2{mi-i). Ea aoll die allgemeinalo tin« 
licbe Form geftmden werden, welche dieser Ausdmek annehmen kann. . 

Die Bedingung, welche lum Unterschied gegen die froheren FlUe hier 
einlreten soll, bertebl darin, dass die Funetlonaldetermfaiante 

dxfi OSf, dv^ 39f 

«Bier allen Umstlnden verschwinden soll, welche Zahlen ans der Reihe 1, 2, . . . /> 
man aieh an Stelle der Indioes a, ß, ,.. t treten llsst. Denn giebt es nur 
^no einsige derartige Combination, für welche die Determinante nieht ver- 
sehwindet, so kann man immer die Methode des §. 4. anwenden, indem man 
die beiden dort benutzten Indiccsrcihen, mit der in Rede sluhonden zu- 
sammenfallen lasst. Verschwinden aber alle Determinanten, so e&islirl zwi- 
schen den 2i»4-2 Functionen 

A fmt'P» Pli ^m» 

«ine Rdation, welche keine der Grössen x mehr ex|didte enthdt. 

JMnd Mr MiAmattk M. Hü. Utft S. 28 
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Hiiijffgeii darf es niemals Vürkoiiiinen. diiss siiiiuutliche Unlerdeler- 
minanten erslei* Ordnung der angeführten Delerminanlcn verschwinden. Denn 
alsdimii -nparden swei dergleiohen Relationen bestehen; man könnte etwa / 
und P durch die flbrig«i Functionen «uidrttcken, und dMuuidi radi den ge- 
gel»enen Aufdruck in einen anderen verwandeln, der nur m Glieder enthllt. 
Dies Ist der gemnc1i!f)i Vorausaetaing entgegen. 

Das Verschw Inden der ang^benen Determinanten ist aequivalent damit, 
dass in dem System 

0 «ii Oj, ... 
Oll 0 0,7 .. . Oft 

Oa <hi 0 . . . 



fhp • . . 0 

Simmlliclie Unlerdeterminanteu gleicii Null sind, welche aus (2in-f 2)* £ieiuentea 
lusunmengeBetit werden. Denn nach $. 4. ist Jede solche Unterdeleminante 
entweder das Quadrat einer der «rsigedachten Detennlnanten oder das Prodnd 
von swelea dersdiwn. Bingegen filhrl das Produet von sweien ihrer Unter- 
determinanten erster Ordnung immer auf eine Unlerdeletminanle des obifan 
Systems, welche nur aus (2m 4-1)' Elementen zusammengesetzt ist. Es wür- 
den daher tüemaia diese letzteren Unierdeterminanten «dmmt/icib verschwinden 
dürfen. 

Mau iiann sich also den gegebenen Ausdruck in die Form 

gebracht denken, wo zwischen den Grössen F, f eine, und niclit mehr als 
eine, Beziehuug besteht. Auch nniss diese Beziehung jedenfalls eine der 
Functionen F enthalten, da sonst der Ausdruck sich in einen mgliedrigen 
würde überführen lassen. Sei also die gegebene Beziehung: 

F — ^it» fiifty ••• fm» Fi^ F%^ ... F,). 

Die allgenieinste F<nin, weldte Jener Ausdradt annehmen kann, s^ 

fielracbtet man nun als unabhängige Yerfinderliche /i, /a, ... Fj, 
F«, ... F., iti^j, ... r,^ so giebt die Gleiehselnung heider Formen folgead« 
Gleichnngen: 



CUbtch, übar das Pfaguhe Frobl$m. 
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y = * 



(I.) 



F, » 4» 



da 



dtp, 



+ *.—^ +••• + *. 



('<fm 
S<Pm 



(Hl) 



0 - *^+*.-^+-+*-^ 



Durch Combinaüon der Systeme (II.)i (lU.) erhält man verschiedene Fuocüo- 
aaldetamdiiniton, ««Iclie YandifriBiw nfittei, wai weliAe amirteken, daM 
•tue Rdalion csdstire von der Form: 

jr(A tu A» fm, V» Vi» « 
imli J7 eine wilftflriiiAe Fnndion beieichneL Dann aber ergiebt tid: 

■nd aus den Gleichungen (I.): 

Der Fall, wo älatl der Gleichung 77=0 mehrere ähnliche Gleichungen neben 
dnudar Mehen, UhI aich leicbt beseitigen, v^le in §.1. 

Ans den vorliegenden Oleiehnnfen ergebt sich, dass, wie aneh Aber 
die willkflriiebe Funelion U verTflgt werden mag, jedenfalls tp, ^i, ... 

1^1, . . . Fanctionen der f und F allein werden, ohne noch die x zu 
enihalten ; nnd dass ferner, da ZZ noch beliebig war. fllr eine derselben jede 
beliebige Function ven 

gesetst werden könne. 

Unter den spectellen Formen wird man daher eine solche wählen 
kAnnen, für welche der CoelBcienl emet Differentials gleich 1 wird, oder 

28* 
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die Form: 

(29.) rf/+F.i(ri+i»'»<r.+- •+i^-<<r-. 

Diese Form werde ich im Foltrcndon m Grunde legen; und, indem ich mir 
den gegebenen Ausdruck in dicso Form gebracht denke, die Functionen 4» 
und ^ aafsucbeu, durch weiche dirselbc auf allgemeinste Weise in die Form 

(30.) rfy+*idyi+*j</yj + '"4-*«rfv» 
übergehen kann. Die oben nnnrppohenen Gleichungen für den Zusammenhang 
der alliiemeinen mit der speciellen Form sind dann, da 4» und iP gleich 1 
gesetzt sind: 

^(A A» A» • • fm» V> Vi» Vi» • •• Vm) = 0, 

1« AI7V, A/7V„ ... WTy., 

1 » -in'f, Ft B -UT'A, ... F. = -llT'Ai. 
Ans diesen GleidiinigMi ei^eltC sich noch die Besidkimg 

d. h. in n dOrfen die Fonetionen f und 9 nur in der Verbindung (p—f vor- 
kommen; und alsdann kann man jene Gleidmngen durch folgendes Syslen 
ersetaen: 

^{*f-f, /"m vi> ••• y-) = 0, 

' — n'Cff-ry n'(jf-n' ••• ircf-n' 

Wenn man aus diesen Gleichungen (p—f, (fi^ ffi, . . . <pm-ii *n 
•• eliminirl, so bleibt eine Beziehung zwischen /i, /",, ... /",, 
Fl, Fl, ... F. Obrig, welche vollkommen willkQriich ist, da II ganz will- 
kArlifih sein kannle. Dar dj^eaieiMile WeHk wm ^. «I dto eiae «illlir- 
IteAe FuueUoH eo« /l, A« * • • Au 't« ^t« • • • F.. Auf diese Eigenschaft Halt 
sieii du» neue Methode der Behandlmig des Torliegenden Probleaa grOndau 
Denn ist etwa dne Fttnelion 

9m « ^(A » Ai ••• A»* ■'^tj • • • 
geftmden, und aüminirt man mit Hflife der Gldoliuig <p^ » ConsL oder 

Fm " ''^(A» A» • • • A* ^t» • • • ^B-l) 

dne der Yerlnderiiehen ans den gegeiien«i Ansdraek, ao geht derselbe In 
einen anderen Aber, welcher nur p —1 Veränderliche enlhftlt, vnd die Fora 

d!r'»+F/'»^rf"+*?''^V-+F.*'iaiVi2. 
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annehmen kann. Sucht man daher wieder eine beliebige Function 

und elimiidit mit Hülfe der Gleiehanf 

s Conit. 

•nfi Neue aiu dem selioit einmal trausformiiien Ausdruck eine der Verinder- 
lichen, m> eriillt man einen AoBdraek mit p—% Verinderiidien» welcher die 
Gestelt 

dr + F?' drr + Fr-' rf/;' v • • • + /^ü, rfÄ 

annehmen kann, u. s. w. Auf diese Weise gelangt man endlich zu einem 
Ausdruck von nicht mehr als p — m Veränderlichen, welcher ein vollständiges 
Diferential ist, und, gleich Null gesetzt, durch eine blosse Quadratur 

<p — Const. , 

gieiiL Die m+1 Glei^ngen 

= Consl., y„_, = Const., . . , y = Const. 

sind dann die Integtalgieiciiuugen des Problems. 

Um die ohtm. angefiBlirle Eifensclrnft imclinirBieen, welehe m der 
WaU der Vecindeiliöhan mdUmgig sei« rnnss, iMtradile idi den Tergelegten 
IMfferaiBilMudnidi fai der Ponn 

lad elindnire /. idt Htfife d«r Gleidimig 
Amdmdi 

entbilt deui mr 9m~l Verinderiidie, ood lumn «Im neoh dem V<nigeii die 
Gestalt amiehmen: 

Sfltii mm also Jetal 

so geht der gegebene Differenlialanidniek in 

ober, waü zu beweisen war. 
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§. 9. 

Ente Uetbode snr Lteung det indetermiBirteD Falle». Au&taOiiBg d«r paxtiolltB 

DifferenUa^;lmebnngen fUr dio Integrale. 

Um also 4m Torliegende Problem, dem Ausdruck 

die Gestalt 

n feben, yoIlsUtaidig Iftaen sa kftiiiMi, tat w nur nMig n lufiii, wie mtm 

tun dem vorgelogten Ausdruck im Stande sei, eine willkQrliche FvBcttoii von 
/i, ... f^f F(, Fj, ... F. EU finden. Zu diesem Zweck kann man zonichfli 
tiis der GleichsetBung der obigen beiden Ausdrfloke die Gleichnnfen Mdan: 

Aus dieser Gleidnmg folgt sogleich die andere: 

dx^ dx. V dxj^ dx. 8x. dx^ / 

ans welcher, wie man sieht, die Fanction f ginzlicb verschwanden ist. 

Bestimmt man jetzt 2m Grössen ^\ ... »J** so, dass man, durch 
Am ^m • • ^2. irgend welche der ladices 1, 2, ... p angedeutet, die Glei- 
chungen hat: 



(31.) 



f*) , (*) I , (*) 



so leitet man, indem man für die ihre obigen Werthe einsetzt, genau wie 

in §.4 die Gleichungen ab: 



weide fUr alle Werthe Ton 1 gelten. Hiemus geht hervor, dass die allge- 
meine Ltang der Gleichnng 

(32) ^ [yj-», ^4-...+^.^^^___ = o 
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eine beliebige Function von /",, ... /*,, F,, F,, ... f\, so wie von 
'1.4-11 f2«.i2i ..■ a:, ist, unter den letzteren aliein x?„^a ausgeschlossen. Setst 
man daher für A der Reihe Bach 1, 2, ... j»— 2fli, so erbfill man aus (32.) 

3» TerscUedene Glflidranfen, welche efaie geneinsane LOtnog' ndaneii, 
BtaiUeh 

Dies ist aber gerade eine Function, wie sie oben gesucht wurde. Die Auf- 
gabe ist daher auf die Aufsucbung einer gemeinsamen Lösong der Gleichnn- 
gen (32.) zurückgeführt. 

Es mag bemerkt werden, dass immer durch passende Wahl der ludices 
4t, ici, ... ki^mA indem man fir «1, (c,, . .. oh» vnter den VerindeiUehen 
«k, «^9 . . . geeignete mswiUt, ein aolchet System (81.) geUldel werden 
hana, dessen DetemÜBanle aioht Tetschwindet. Dran dm Fell, hi welchem 
sirnntllehe derar^ge Determinanten versehwlBden, ist oben heaonders ausge- 
nommen worden, und gehört nicht hierher, sondern in die ertte Klasse Tca 
Prohlemen. Wenn man in den Gleichungen (32.) /",, /i, ... /;., F,, Fj,..,F., 

^im^i') ' X, als unabbiBgige Verinderlldie einfüüurt, so gehen die- 
selben Aber in: 



Arn dieSMl GleichBBgen geht die identische Gleichung 

hervor, und man kann somit zur Anfündung der simultitnen Lösung dieses 
Systems die Methode des §. 6 benutzen. Aber jede dieser Gleiciiuugen fahrt 
ebneh anf eine Differenlialgleichuig 3»*" Ordanng; mithin werden anch, 
wenn ein Inlegnd einer teer Gleiitagen behsMl ist, die dort erforderlichen 
Hlifsgleichnngen tob ehen dieser Ordnnng sein kSnnen; nnd man bedarf also 
snr AnSadnag der simultanen Lösoag Je eia Integral tob ji— 2m GleichBBgea, 
welche im nngüastigiten Falle sämmtlich von der 2fl»"" Ordnung sind 

Man kann nunmehr den Gang der Operationen fttr das Problem 
gehen. Es SoU möglich sein, den Ausdruck 
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in die Form. 

d<f) r *i fit^i -f *i rf^j -I h *K d<p„ 

zu bringen. Miui fintlel zuniichsl <f,„, sobald man je ein Integral von p — 2m 
DifferfMilialgleichunireii '2tii'" Ordnung an£;( bt n kann. Hat man dann mit Hülfe 
der Gleichung = Cousl. eine der Veräuderlichen aus dem vorgelegten Dif- 
ferenüalnifdraek diaiidrl, m> Munddt man den maltfrandMi gaui ibnK^ 
ud findet sobald rata je ein Integral von ji— 2m+8 Differential- 

gleidumgen Sm— 9'" Ordnnng Isennt, n. s. w. Zalelal gelangt man na dnem 
Ansdrnck Ton p—m Gliedeni, welcher die Integralion gestattet. Die Anf- 
lösung des ganzen Probleau erfordert alio im nngOnstigilen Falle die Kennt- 
niss je eines Integrals von 

p—2m Diferentialgleiclinngen 2m'" Ordnung, 
p-2m-{-i - - 2(«»-l)'" 

ji-2fii+2 - - 2(m-2)'" 



und eine Quadratur. 

§. 10. 

Zwsita Metliode sor LBnii^ dei bdetermmirteo FaUoi. 
Von dieser Me&ode ist wesentlich unterschieden eine andere, welelw 
deijenigen nlher lu>mml, dareli welche das Pfa/fsc)»» Fhiblem in der Regel 
hei einer ragenden Aniabl von Verinderiiehen gelöst «riid. berahl anf 
dem einfachen Gedanken, dass der Ansdraeli 

durch eine Gleiehnng TWi der Form 

fm — ^{ft A» A» ••• A-l» 't» 10 
in. einen anderen Ubergefldirt wird, welcher die Gealdt 

annehmen kann, ohne dass zwischen den /"/'', F^'' eine Beziehung cinlrill, 
welcher also der ersten Classe von Prohletuon angehört. Gelingt es daher 
Irgend eine Praction ff von ... Fj, F,, ... aubufinden, 

und elimlnirt man mit Hfllfe der Gleichung ^aConst. idne der Verinder- 
liehra, so kann man den resulUrenden Ausdraek nach der Methode dce S*^* 
behandeln. 
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Um eine solche Function zu finden, kann man folgendermassen ver- 
fahren. Betrachten wir das System von Gleichungen: 

♦ +(h,i*i +aj.i»3 -\ hOi« = X,^ 



WO fftr den Augenblick von der gegenwirtigcn Bedeutung der Grössen a und 
X alMlrahirt, und slatl defsen ihnen die Bedeutung beigelegt werden mll: 

(330 * 

( '* Sjr| o«| iZu vd«^^ dSj'dap^/ 

Hm erliAll kierant d«i vorliegendea Fnil, wenn man F^i amrimmt 
SeUl man 

80 ist bekanntlich D das Quadrat eines rationalen Aoadracks R, und die 
direcle Auflösang dea Systems (32".) gicbt 

(34.) Ä.„ « X.^+-Y, 5« 



Aber, wie in §.5 bewiesen ist, folgt aus (31.) auch mit Hülfe der Glei- 
chungen (33.): 

wobei J die Determinante bedeutet: 



j _ ^. öf of. r)r» OF dF, 

und wo ausserdem J*^D, so dass demzufolge 

^ = /i 

wird. Daher folgt aus den Gleichungen (34.), (35.): 

(86.) jr,gj5-+.:f,5^+-+Jr,.+.^3;;^ = '^'T^'T' 

^* 

IMe AMrilung -dieser Gleichung beruht auf rein algebraischen Principien, und 

fir MarlmMrit B«. LZ. BrttS. 29 
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die Gleichung iit daher Mit Rfrcksidit nf die Gkichosfen ^33 anler allen 
L'mslÄnil'Ti f\a*i idenfi-fche. Sie kann nicht aufhOr^-n zu gellen, wenn aach 
F 1 {.'ejtfrtzt wird; wobei denn fretiidi J verscäwiadet, die » lüigegea 
unendiicb gro»M Werthe anneJMneD. 

Seltt mm ■fcer F«* 1, wte et ia ▼ » ■H e gw Jf Falle fcjcfc e W a 



§0 TMWbwindel der Aa»dnMk — jedesaai, -wenii ntcbl i = 0 ist. SeUt 



•Im der Kürze wegen 



10 gefct die Gleicbnng (36.; äber in: 



. cF 



Man erhilt ferner, wem 9 eiM belieMge FneliM kedeitel: 



Die aligemeiae Lösung der Gleicbung 
ilt daher 

BOdel mM JeW iP'^ it»/. . . JT^^-^ ihalich wie A, Inden nan an Stella 
der « nrit ein^ der Indicea Sai+S d«r Reibe nach GriMian a eintreten lisil^ 
welche die bdicei 2iii+3, 2«i+4, p haben, nnd bildet nan dann die 
AisdrAehe 

V SRO) . „ öiH'> . , V _öÄ(0 SRO) 
k — ^il5Z r"*+-Ato+i75- r^+j-^r 1 



•o gestaUen die Gleichangen 
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AM= z,^-+ z,^+...+z.,...^+z,.,,^ = o, 

>!<') ,-,,,1 _ /(»l , 7<»> _£2L -L -L 7<'' ^'f _L 7"> n 

/I LVJ-'^i — f"^* '31""' '"^-^♦T^i = 



offenbar eine gcnieiosame Lösung, nämlich 

Dies isl gerade die gesuchte Function; und die Aufgabe kommt daher zurQck auf 
die Aufgabe, eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (38.) zu finden. 

Dividirt man aber diese Gleichungen respeclive durch Zj.^!, Zjl'+j, 
und fflhrt dann als unabhängige Veränderliche die Grössen 

f» ■ - ■ /«j ... F., a^iip+ai Xjm+i^ . . . Xy 

ein, SD erb Sit man sogleich: 



Es gelten daher wieder die Gleichungen 

und man kann also die Methode des §. 6 auf diese Gleichungen anwenden. 
Die Auffindung der simultanen Lösung erfordert je ein Integral von p — 2m—\ 
Differentialgleichungen, welche sämmtlich bis zur 2>r+1'"' Ordnung aufsteigen 
können. 

Da durch die Gleichung (/> = Const. alsdann das Problem auf eines der 
ersten Art zurückgeführt wird, so erfordert auf diesem Wege die vollständige 
Lösung des Problems im ungünstigsten Falle die Kenntniss je eines Integrals von 

p — 2m — \ Differentialgleichungen (2m +1)'" Ordnung 

p--2m - - (2ni-l)'" 

p-2m-fl - - (2m -3)-' 
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Vergleidit mm diei mit den Ende des vorigen so erkennt »«■, 

dass im Allgemeinen die dort angegebene Methode vor dieser wegen der 
niedrigeren Ordnung der Operationen den Vorzug verdienen wird Aber wenn 
zurällig ein simultanes Inlegral der Gleichungen f38.j bckarinl ist, so ist ihrer- 
seits die Ordnung der OperiitiuiuMi für die letzte Methode die niedrigere, und 
die letzte verdient also den Vorzug. Dies Irill z. B. ein, wenn der gegebene 
Differentieliosdnck nur 2»+! VerAnderiielie enthili. Dum Tenchwiaden 
simmtliche Grössen Z, vnd Jede bdiebigo Fvnelion der Verlnderlichen kjum 
als sinullanes Inti^rel der Gleichungen (36.) angesehen werden; d. h. man 
redacirt den Differentialausdmck auf einen anderen von 2m Verfinderlichen, 
indem man zwischen dea vorliegenden 2m-}-i Verfinderlichen eine beliebige 
Beziehung Tcslsetst. Dies ist der gewObnlicJie Weg, der eben hier anch den 
Vorzug verdient. 

§. 11. 

Vollständige Durchführung d«r succcuivcn Lösung des Pfaffichen Problems lUr 

den determinirtea Fall. 

Im Vorhergehenden sind die Nothoden knri ddsilrt, mit deren Hfllfo 
man in allen Filion anf möglichst knntem Wege aar Lösnng dos Pfmjf^ehea 
Problems gelangt. Ich k^re jelit an demjenigen Ptohlem mrlek, welches 

wegen seiner Beziehnngen zu den partiellen DilTerenlinlgleichungen vorzugs- 
weise Aufmerksamkeit erregt, nümlieh zu dorn Problem, den Ausdruck 

auf die Form 

turflckanfOhren; nad Ich werde an die in §. 7 gegeben« Lösung einige weilero 
Bemerhnngen knüpfen. 

Der Gang der dort nngegebenen Operationen Ist folgender. ZuMclist 
bestimmt man aus den linearen Gleichungen 

lo,,,»i + * +0^,,«, = 
(2.) («i^»! + • +—+«j^a*, = X„ 



\0|,i.»i+«i>«i+«!i,i»«>+ — + ♦ = X^, 

wo 
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die Unbduumtm m, sacht eine Lösung 9). der Gleichung 

nd betnehtel dmii in Folge d«> Gleichinig 

wo ^ eine willkürlicho Conslanle bereichnel, a?j. de Fanctioii TOB «j, .. 
Hierdurch gebt der Ausdruck (1.) aber in 
. (4.) jrr»*r.+A^'>Ar,^....+J!e.dir,^„ 



wo 



(5.) X':' = X,-^X^^ 
gesetzt ist. Wird nunmehr auch 



(«.) 



gesetzt, wo ober bei der DilTerentialion .Y/", A'I'' als Func(ionen von 

... c. zu betrachten sind, so hat man die beiden Systeme von 

Gleichungen zu bilden: 



1 «1,3 «1,1 + • 



(7.) 



(8.) 



J^m' J_y.*''«' 1 -.11'»)' 



Y(0 





-(') 



V»i,>«i-j»i,i+»i,j.^-i«j,i+03,i._i«j,i+"*+ • = — oiiLi,»^ 
md eine gemeineclMfUiche Lösung der beiden Gleichungen 

r »1,1 - 



(»•) 



aafsasachen. Setzt man 



(10.) = c_„ 



jj30 Cl$bseh, über da» Ifagkek», Pnblem, 

19 wird «i»_4 eine Fmclioii von «i, a^, ... om-ct ^» ^^^t und inde« 
d^9 «InfllM, gjela der gsefeben» DtfferentialfiisdnMk Hbtr ia: 

(«,) JIC^*^+J^**'*^+^•^+Ä<^Wl.-♦• 

wo 

(la.) -A» — ■*» &g, ' 

Sei MB wieder: 

wobei JCf', Jf*" FMctioaea von «i, a;», • • >.> «-i betraduet 
werden mflssen. Aus dieses OrAMen eetst in«o dann fplgepde Systeme von 
GleidraiiCeo tuflammen: 

(14.) l^M^jt + • +-+«2!-m>-m;.- 

• +^e;;i - — ^,». 



und sucht eine gemeinsdafttieiie tAtnng der Gleichungen 



* - 
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Man seUt dann ^,_} = c._,, und beslimml daraus als Function von 

X,, « , . . x,^,, c„ c,_,, c^i u. 8. 

Inden man auf die»» Webe fortfttrt, gelangt mm n elier taelieB 
welelM die geneinschalUiehe LAeaiif ven folgeiden Gldekugwi 

wird: 

(^ö.) ( £!y._» oy^» „ 5y,_i , _ a 

*i,i~SZ r»i,t-jr r»ici.-i),»75r r3Z = v, 

U dieeea GMehiegeB besttnnieii lich die Ceefielenteii %,» dnrdi des Syilen: 

♦ = 

OM«/,» + • +*h^*3jk H r^,m-k),7*Hm-li^ — At , 

(19-) /j*>, _L-f»>- _l_ ^ A. . — Y<*> 



(') , (*) , (0 II 

and irgend eine der anderei GeeHdeittoweihM^ s. B. e^i, i^, . . . , bestiannt 
fich au den Syaten 



Endllek l»t Boch 



(21.) Oi^ « -gj; 



die xt*» JKf ^ liild die GeeMdeiltett de^jenlfaB Aaadraeke, in 
nan mH Hfllfe der Oleichvigen 



(<.) 
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die VertadwUehen . . . x^^+t elin^irt, wU bei den OiffereBtnlio- 

aen in (21.) iBl darauf Racksicht zu nehmen, dass x^, xj^ ... Xi^i^ c,, 
Ck-ti • • • ^m^t ^ nnabhiiifigeB VeriaiierUclien betraditet wecdea. 

§. 12. 

Tramfornation der biAhcrlgeu Bucceauven Lötang in eino gldchsaitige. 
Ii Aen Yorttekanden Formeln ist 
9, eine Fnetion von »i, d^» ... «^.-«f 4^^« ^.-it 

- — • «1, W»^ . . . Cla^f fl^ki-«« ebn-i» 

- " - *n • « • o^ta-«« ^» 

- — — a:,, ari, . .. Xj,^, At-^if 

u. s. Vf. 

Bedient man sich jelst der GLekdiungen 

y. = «., v-i=-c..7, eic 

um aus </5._,, etc. die Conslanten c zo elimiairen, so gehen y,, 9,^-1 «te. 
in Fanclionen der jr allein über, welclie dardi 

tf» = C^f ifm-i = ... //i = Cl 

bczciclinct sein mOgen, und welche zusammen ebenfalls eine Lösung des 
P/a/fschen Problems vorslellen. Es enlsleht die Frage, wie man die Glei- 
chungen (3.), (9 ), (17.), (18.) des vorigen §. so iimgeslalten kann, dass in 
ihnen die Fnnclionen H als die Unbekannten erscheinen. Diese Umgestaltung 
kann man in passender Weise folgendermassen liewirken. 

Man kann lieh die FnnoÜon tp^ ans ULt dadurdi entstanden denken, 
dass man ans dieser FnneUon die Verlnderiiohen Xu» Ctn-i? • • • ^ 
Hälfe der Glelohmigen 

tttninin, wobei denn die «1^, . . . «u-i^i FnneUonen von «t, 
«i, . . . «j^M «»-i+i» . . • «. erseheinen. Die Differentialquolienlen von 

welche in (18.) vorkommen, sind also an die Differenüalquoüenlen 
von ir«_i durch die Gleichongen gebunden: 

wo dem Index I der Reihe nach die Weriho 1, 2, . . . 2»-* belmlegen sind. 



CUkaek, mbtt du ffaguh» FrMm. i3S 
Fttrl Mm Acf IB die GltiehnDgen (18.) eu, lO nohnw il» folgwido 



i5 *''*"äJr'^ö*(^iK« 



+ ^ 



1^, '>* dx. dxi(,_i)+? 



- ^ »a.* ^ -t—T ^M^W li^^ ■^d^^iy^.J 



(22-.) (•^»-^+"'.»-Äir"'"'"'^*^*"öSr^ ^*-»^' 



die CHaidmiigMi (28.) oiNdw Uneare CoMUnliMeB Aeitr Olei- 
chungen sein; oder Bit anderen Wetten, ee nlüen eoldke MidUfUealor«« 



(28.) 



Bd.LX. Bilkt. 20 
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fttr 3,...2(ii-*); dass ferner für A = 2(n-*)4-l, 2(fi-*)+a, ... 



(34.) 



I, W6IB in den leMen k OMdmngen 4 rei|»MliTe Üb WcrAn 
2 («-*)+! in der tweilen Gleiokmg, 8(»-ik)+3 in der dritten, ete. 
wo denn: 



(25.) 



de» endlich Ar X->9n-ik+l, 3»-*+3, . . . 9n.* 



(36.) / 



,(»> 



5*1 



Wenn die Grössen K und u diesen Gleichungen genflgen, so sind die Glei- 
drangen (22.) identticli ait folgendem System: 

'0 = Ä^«i^''\/^.-.)+Äo,.f7/*\/c-.)+-+^ü.*i/r(^_»), 



0 « K,j,V'\S^HK^Uri^+-+i^ä^UriB^, 



<*>i 
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ote ntk mä (88.), mA«M die Detomintsto 

(38.) S Ä Xi.Kt,ufit,i" ' 
renokMm Iii. 



§. 13. 

FortactzuDg der Transforniation. 
Es sind nunmehr die Gleichuagen (19.J, (20.) xu bilden, auf welchen 
die BesUmmnng der » und also aach der » beroht. Betrachtet man, wie im 
Vwigen, ^Cj^^t, xt^+ti . . . «ci. ab Fmiclioneii ▼on « . . <^a-*, 



(29.) 



Vn m bilden, man nui nmidMt in (81.) wtoder m dilatMlümi, ab 
waren i> X«*', A^*' nnr nook 41« Varinilerlieheti «»i, ... xu-t enlhallra; 
mA 'liirt BMI dies anf Diferentiationen der Xi zurück, welche als Functionen 
TOB fl^f «k, . . . 0^ gegeben vorliegen, so erhilt man folgende AosdradM: 



_ öx. _ ^£ sx^ öfi 

oder endlich, wenn man noch in der ersten Doppelsanune die Indices fi 
mit einander yertaoseht: 



(80.) 



80« 
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Hit mSh ümt Antdrttek« 



die GMchngm (19.) 4le «Midi ■■: 



(»10 



+ -2- 



\ 



Z=2. 



/ CT, ■'^'l"- 



BMI mn für die • ihm WerUw au (23.) «Iillhrt ui ngMoh dl» 
eiflkhngcn (84.)» (80.) bertekiidittft, lo TeiUndet liek dto 
in di0fer CMchng idt der dritten n: 



md gans ebenso wM der Coeffdent Ton 



«M der nratten od HtHUm 



ßeUen wir also der Karte wegen: 



,C<9 



Mm 



(82.) 



i*K — 



ao gekt die GMchnag (31.) in fallende iber: 

/ mr / (*) . ^ ^2 



(88.) 



daß. 



Anf fm «letcbe Weise erhdt man, inner ait Roduioht anf (84.), (86.), (88.), 



Digitized by Google 



MU (90.) «e 6I«iflhi^: 



237 



(34.) 



+ 



Dt die GMchoBf (34.) k irnndfoiene 6lddnng«ii NfViMBlirl, io 
tu dieMn mi (33.) die Ii den Klamneni enthaltenen Grössen 
ud et fvird todMUi: 

el'+ ^ rlV~ = ÄfA.-f .Z" jr,-^-^-). 



ittcb, nur mders geordnet ? 



B<»liininl man jetit k Pactoren At, ... so, dass sie den k QlelL- 
chuogea genOgen: 



dir. 



(36.) e2U. « + 



nd beattkt den, dms 



338 CUbM€h, i*«r da» Pfafftckt FnMetm. 

SO giebt die erste der Gleichnngen (^5.)« in welchen »die W«rtlie 1, a,...2(«— ik) 
erhallen muM, sogleich auch: 

(37.) { ' " *~5i7~' 

Gtu ÜnBeh« SyMene erg«fc«n aioh nt ier sweiteB Gleidiiiiif (35.) Ar 4to 
•J?, Q. f. w., rar dtM «I Me 4«r K, ^ Jedeaanl ndem GrtM«« tretaa. 
Bemeikt mm indaMen, dass die Grössen: 

J») -(*) _C*) 

Mf fiBS analoge Weite respedive ans den Grftfaen 

-,t*> „f> 

Busanimengosetzt sindj dais nan aber offenbar an Stelle der Jede belieUge 
lineare Verbindang 

tNlan lanan kann, inden abdau slati der Gleicfenagen (32*.) nnr lineare Vor- 
Undnifen deraelben so Gnuide gelegt werden, so erkennt man, daaa oiaR 
•ber die CoefBcienien K, ^ Tollkommen frei yerflkgen kann; dass es also 
xnm Beispiel erlaubt ist, in dem System (36.) sAmmtliche vi gleich Null und 
K gleich Eins zu setzen, sowie in den analogen Systemen die K und alle ji 
bis auf je eines verschwinden zu lassen. 

Auf diese Weise gehen aus den Gleichungen (36.) folgende Glei- 
cbongen hervor, in welchen der Index m die Werihe 1, 3, . . . d(n-'A) nnd 
3n~A+i» du— ... 8m annehmen kann: 



(88.) 



= «j,-«j,j+a,,«M,,jH l-aj.,««2.,i = — » 
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Ich werde Jetxt seigen, daa dies« GMelmigeii neh noch fb die 
feUMidMi WOTdw TW as also Ar »«>9(ii«*)+l, 2(ji-ik) + 2, ... 9ii^A 
ftitiff itad, wodvrah dam die Grönen • ddi rMmäg bMÜJMDiii. 

$. 14. 

Scbln» der TrojiBformation. 

Die so eben angeführten Gleichungen ersetzen die Stelle der Glei- 
chongen (19.), (20.), durch welche die s sich ursprüDglicb besUmmten. 
Ewimkm Am GrOsara ai findm aber Bocb weüare Beileliiiafeii alatt, welclM 
iB das Glaichnigen (23.) Iii (26.) amhattm aiod. Hau iiaki laicht, düi 
dar Uabargang tob den GlaidMdigeii (96.), (97.) n (38.) daorit AantakonHl, 
dass man Kq^u gleich Eins, und i^i^u, ^i,u) • • • glaieli Hall geaetat hat, wodurdi 
die oben darch Kj, Ki, ... bezeichneten Grössen verschwinden, während K 
der Einheit gleich wird. Unter diesen Umstfinden genflgen die Gleichungen 
(24.), (25.) am die übrigen Coefßcienten K durch die Grössen u auszudrücken. 
Wenn man diese Wertbe so wie die Werthe der » aus (23.) in die Glei» 
drangen (26.) einführt, so gehen dieadben in A(A-j-l) Bedingongsgleiehnngaii 
«her, daoan die GrOem • Doeh tu geiigea halMiL Statt aliar in diaaar 
Weiae n -verlieren, kau man aidi eine fl^iche Anaahl veii Mlngnigf» 
^aidknngen JMgendemaieen ansamneaaetseii. 

Bi ael irgend eine der Fancttoiien JSr.-t+i, m, . . . JIC* Midli- 

füeirt man sut Jede der GleichmgeB (96.) mit und amnüil nadi l 

9m-k+i Ua 9«, naeUev mb IHr die e am (23.) ihre Warthe geielaft hat, 
•0 arhilt Man, Mit Rflduidit eaf die Giaidiaiff 

folgendaa Systaaa: 
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die Wwdw 1, ... S(t»-A), 
9m^k+it ... 2« eriullMi mM. Ahtt mu 4m 6lalchiifw(S4), 

(35.) folgt, dass man sofort in diem Snuien dem Index m alle Werthe 
Ton 1 bis 2n beilegen kann, <;ubald man nur auf der rechlaD Seil» flbenli 
Null seilt. Und dann gehen also diese GlMdumgen über in: 



iSUkkmgßitf welche man Mfort durch die nnfachetcn ersetien kinn: 

Man rieht abo, dm dl« FandtoneA ... lellft den 

Behen GlaidniBgen genflgen, wie die Fnaolinn B^, 

Eine andere Beziehung erfallt man noch, wann 
(33.)- (36.) die CembinationMi bildet: 



den Glei- 



(40.) 



ist I.>1 



... SS 

1=1 



^ 1»! 



f7X, 



5P .(''y'*)i VW 



\ 



Die raelilan Theile dieser Gleichungen versehwinden sänunaich. Van da» 
GMdnng rieht man dies ans den Gleichnngen (19.) ahna Wailans. 
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Dm* unltiplieirt mam todWn der BaIIm nick mit m^, ale. wU b«nlst 
4i6 GMsi^n (19.) fdbtft, lo «aht As Sanme Obar io 



Die rechten Theile der übrigen Gleichungen (40.) aber stellen, wie man ana 
den Gleichungen (20.) leicht erkeonL, nicbtä anderes dar als diejenigea Au- 
drflcka, welche verschwindan mOssen, sobald jeder der AuadrOeka 

durch a— A Gleichungen integrirbar sein soll. Da demnach die linken Thalia 
der Glatdittiigaii (40.) gleich Null sein mflsaen, ao hat man dta Glaichunfoi: 

S a|.*»^. = 0, 

, i-'l 



(41.) 



I U 



llnl^pIMrt man jetzt die erste Gleichung (38.) mit vi" und sammirl nach m, 
indem man diesem Index die Werthe 1.2, . 2(fl-ir), 2i» - A+1 , 2»— A-f 2, ... 2a 
giebt, so erhält man, mit Racksicht auf die Gleichungen (38.) selbst und auf (41.): 

oder amh, da StPXt, vatadiviiidat: 



ÜMlIirlicirt mn atalt daann die ania Glaldung (38.) all «S «td 

U.LX. BMtt. 81 
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■ad Wh m «HMl mm ctae Üriicbe GMdnmff, fai welcher wat Malt 
H0 OrUitu 

vor A^n K!amm*»m erscheinen. Auf diese Weise erhfilt man saccessive A+1 
ihnlicbe Gieichungea^ in welchen die eingeklammerten Grössen jedesmal die- 
selben »ind. Es foiet daraus, dasa d'wsc selbst verschwinden müssen, d. b. dass 
die erste Üieichunf ^^30.; ancb noch für « = 2 («-*)+!, 2 («-*) + 2, 2m-k, 
iberhMft fir «He Werifce voo • gilt 

Daeaebe wM ia feaaa gleicher Weiee tob der tweiten Glekhaag (38.) 
aea, weaa aaa ia den eodea heschriebeaen Operaticaea statt der 
Gleichaagaa (41.) die aas (99.) fliesaeadea CMchaagea 

r«(jr^.,)«o, u?*\jr^.,o=o, ... ü'rci^^m)^© ' 

beaalaL 

Und so iat deaa äberhaapt aaehgewieaea, daai die Gleldnuigeft (36.) 
für alle Wwihe Tea ai geltea. 

$. 15. 

Definition der Lflanng dea lyi^fichca Problem« durch - ' ^ «niiiltane partidla 

DURsrentialglaiebiiDgeD. 

Das Resultat dieser sehr complicirlen Betrachtungen ist nunmehr ein 
sehr einrnches. Denn bezeichnet man durch R das bekannte Aggregat, dessen 
Quadrat der Detenaiaaate 

^ i au •« • • • ata,i» 

gleidl wird, aad dardi JS/* dea DiffereatialqnotieBlaB deaeelben , geaoauaaB 
nach üijt, ao giebt die AaAöaaag der Gleichaagea (86.): 

aad die *fl GldebuBgea, deaea die Faaettaa ÜU* geatgea mase, M 
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denwteli folgend: 

n 



(42.) 



5x. 




dUm-it+2 




dm, 




an. 


dB, * 







Beaeiohnel man alao durch (^) den Aasdruck: 

(43.) (V) = ^iEii'.JQljifc,»,- 
[y^y] dm Aiidnek: 

(41) 

M b^imh die CUaidmiigeB (49w) die einfMha Form an: 

(45.) (lt^-0, [JU,H^il-0, [J5U,lt-H»l-0, ... [«^,«]»0. 

Die «nie Gleiahmg ist, «i« min bemmkl« nidils Amieres ai« die partteile 

Bifferenlialgleichung , welche dem ersten P/W/sehen System entspricht; und 
dass die Functionen H sfimmilich dieser Gleichung genügen, ist sehr bekannU 
Aber die anderen Gleichungen bilden ein merkwürdiges System von Beziehun- 
geu, welche zwischen den Funcltonen H eintreten, wichtig genug sie in einem 
Theorem hesonders hervorzuheben: 

Theorem I. 
IVeim man einen Differentialatudruck 

Xi dxi + Ai dxi 4 j- Ai, rfx,, 

ja dtar J'brw 

äanteiU, $o gemUgm tUe Functionen H a ämmlUe k der Gieicätmg 

h 

,1 u f 

muerdem aber noch — Gieiehungen, welche atu der Qleickmng 

3t • 
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fllriftuwjww genügen, dem ^igen Dig^twMmmiruek Jane Am 



S. 16. 

Besiebung«!! cwiacben dcu gciundeneo ■imolUnen pftrtiellra Differentialgleichungen. 

Man kann die Ausdräcke {y>}, [y/, als Operationen aaffasseOf weiche 
Bit deo Fiietionen tfy \f vorgenomnea werden. In diesem Fdle ist tehoa 
dadnreh, dnis diese Operatienen ms den in §.5. aogfgebenen Operafloaen 

hervorgegangen sind, erncliüich, dass awiscben den neuen Operationen in 
lludkker Weise Boiielinngen oinvallMi atsse«, wie dem im angefihrleB f. 
siriaehen Jeaea Ofenlioneii nngogebeii sind. Diese BeMmfen solien nnn 
entwidtelt werden; wnrsn sieii dann eiidf« beBeilienswerlhe FolgWQiea 
knöpfen. 

Denke» wir «is wieder den DÜBMniialansdmck 
j:;4»i+J[;dbh+***+Xd< 
bereift avf irgend ein» Weist tat die Form 

gcbmokt, so diss Identlsdi 

df, 

(46.) jr, SF,-^. 
Alsdann isl sncb, wie in §.3 (12.) bereits angegeben: 

(«.) ^^■i\P--^-^S.y 

Die Gleicbnngen (38.) nehmen biemaeb Tolgende Gestalt «n: 

i-si;^ ,5 ^"--äF- f. -Sir*"**' 
ai 1 "355;: ;5 • * "s^ 5 "^»T * I ~ • 
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W«ni MM Uer fita> X. mImii Werft ras (46.) und, indm nra in den 
FnnctHM« B F, f tib utUiaagig» VerinderUde eingelUirl denkt, Ar 
^ dw Airind Sem: 

^-'£^^^-^^)' 

•0 lerfrilra Aeee ffldchnngea umilletter in Iblfende: 

( , J -557 " ®' 

•"•■35- — 3?r"' 

^•^■5^^ ^» 

HdlipUdrt am iun inner die erste Gleidinng Jedes dieser Peire ntt ^ , 

Öx 

die zweite mit -gjjr-, «ddirt beide, und oinint dann die Sunme fflr k, m 
liOBunt: 



and dennech ergeben neb far (v) und [v, //] folgende Ansdrfielie: 
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Dtote beiden Fumeln gestatten es lehr leidit, die Beriebwigei swieeleii den 
beidea OperattooMyinboleii ni ermillelii. Man ericeont In den iweiton die» 
eelb« Fem, welehe in der Theorie der SUkmngen nnd der parlieilen Dü»- 
rentiaiglelelwBgen ereter Ordnung eine so grosse R<dle s|iioil. In Bemg nsf 
dieselbe hat Jacobi nachgewiesen, was leicht zu verificiren ist, dass, wenn 
(f, v, H drei ganz beliebige Functionen bedeuten, immer folgende identische 
Gieidrang sUUfindet: 

(49.) l9, [% y]J+l*r, 19, y}} « o. 

Es bleibt «bo nur tbrig, swisehen den Operationen (9) nnd I93H] nodi 
ein« Beiiebung anfkosueben. In Folge der Gleicfanngen (48.) bat man oIbb- 
bsr, wann ^ ind B belidilge Fanetionen bedeuten: 

oder wenn man eine dieser Gieidrangen von der anderen abriebt: 

Dies ist die gesnehle Beslehni^r. Ueberlrlgt man die GMdnmgen (SO.) aaf 
die unpflngtidie Form, in weliAer die Operationen (^) und 1%B] anssn- 
fUiren sind, so gelangt man an folgendem bemericensweffthen 

Theorem II. 

Beieicknet man durch tp, ip, H garn beliebige Fimetionem und tUtrck 
i!f)f ly^f ff] die beiden Operatkme»: 

(,) - 1«*^«,,. 

90 /Mm Isaner fBl§$n4$ ideatfieAe OlaldkMfen 9taU: 



(50.) 
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%. 17. 

Ueb«r dte latogntion im Pfafftduu StuIiidib «da gewVliiriidiea MTcrailif)- 

fleichuogen. 

Bei der bekannten Behandlungsweise des Pfaff'schen Problems bildel 
die Integration des ersten PfaffBchen Systems, d. h. die vollständige Inlegralion 
der Gleichung (y) = 0, nur einen ersten Schritt zur Lösung' des Problems. 
Bei der gegenwärtigen Auflösungsinethode kann niun es als eine besonders 
M«gftsridka«l» Big«DKhtfl diefsr Gleiehoiig betmhleD, dtw ihre vdlatindige 
lolflfraliait niehto weller verlangt all Ae LAmnig des J^liifkdien ProbleoB; 
indm die bei dietem yemuMhinmdeB Integratieneii tob nfedrigerer Ordnung 
lind, als diejenigen, welche im Allgemeinen zur Integration einer Knearan 
partiellen Differentialgleichung mit 2» unabhängigen Veränderlichen noth- 
wendig werden. In der That kann man, nuclidem das Pfa/fsche Problem 
gelöst worden, sAmmtliche Integrale desjenigen Systems gewöhnlicher DilTe- 
rentialgleichungen leicht angeben, auf welches die (ilcichung (^) = 0 führt. 
Nach dem, was in §. 3 entwickelt ist, sind erstlich die Gleichnngen 

y, ==c,, 93 -^Cj, ... (/.^c,, oder 

Hi — Ci^ H2 — C2, ... H, — c^ 
blegrale derselben. Sodann aber sind, wenn identisch 

(51.) X,dx^ + X,dx, + -+X.jT.,^ -.^ M,dl[r\ M,dH,^ - +M,dH, 
gefunden wird, die übrigen Integrale du rcli die Proporiior gegeben: 

(52.) Jf, : Afi : . . . : J/. ^- : a, : . . . : 
wo o,, er,, ... ö, neue willkürliche Constanlen bedeuten. Denkt man sich 
etwa die Transformation (51.) dadurch hervorgebracht, dass man mittelst der 
Gleichungen 

die VarlnderiiiAen tUm^x^ '«hi« *** ^hm dmroli 9%^ ... ^ und Ci, cji, ••• ^ 
■usdrAdtt, so hat aiai an SteOe ven (59.) die Gleichmgen: 
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WO k «inen wUlkflrlldien Factor bedenlet Will man <Ueae 
tniflhNiif 10 kiu mui die aas (58.) entspriigmidea Gloiflinitea 

M Grande legen. SeUt maa in diesen 
•0 gehen üe über in 

dB, , dH. , , dff. 



ii4 irgMd • TM ÜMtm 9m Gleidiaigm iteneB dum die faUendea Intagfde dv. 

Aber «u dn Gleiehingon (49.), (50.) des rmig&a f. gell da Sris 
Imvor« welcher, wenn es sieh mir nm die Integratioi des enlOB Pft^ttkm 
Systems handelt, die Operationen noch bedeutend abkOnü Dewt hewicliea 
wir imck f, U iigesd droi Lftsongeii der Gieiekoag 

(9) « 0, 

d. k. irgend drei blegrah' des entsprechenden Systems gewiMudialMr Dif- 
ferealialgleichaafeB, ee hat man nach (50.) folgende Glokkeagea: 

(*vJ([*»])-f«i»Kt».»]) = «. 

^{^) - * 

Die drei QvoüeelMl 

» 

«od ebe WM Lose^ea der Glekh«« -^i) =0. eier 
entea F;afi<km SyaiMas; r e d ac iwa M «il 
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hingige^ und diese beiden liÖBnen, wenn a, ß, y willliarlielie Constanten, i 
einen nnbestinuDlen Factor beseichnel, durch die drei Gleidrangen 

{<P, v'3 = [•". //] - [ff, ip] = // 

dargeslelll worden. Auf diose \\ eise erhflll man aus drei Inlearnlen des 
Systems zwei neue durch hlos^o DiHerenliiilionen ; und indem man wieder 
diese neuen inlcgrale mit den ur>pnin!^li('hen verliindet. im Allgemeinen das 
ganze System von Integralen, weiches das Sy&leiu erfordert. 

Aber in der Tfaat isl bereits ans swei Integralen ini AUgemeinen 
das ganze System der Integrale dvrch Differentiation abzuleiten. Denn sind 
y:sConst., V'— Const. irgend xwei gegebene bfefrale, deren linlio Tlnile 
die rechts vorkommenden Constanten nicht mehr enthalten, so ist nadi (SO.), 
da {ff) s 0 und (^) = 0 ist, 

(53.) • 0 = ([y,v3)~[y,V']- 
Aber wenn man ferner in der Gleicliang (50.) vj <li« Steile von W 
^ an die Stelle von H setzt, kommt: 

oder, indem man auf der linken Seile (53.) beniilzl: 

(54.) 0 « (t[y, VJ, !fj)~2l[y, v], vl- 
Mttltiplicirt man endlieh (53.) mit 2[[9<, y»], y], (54.) mit [9,^], so kann 
man der Differenn die Form geben: 

(■^ W) - 

Es ist also anch 

IhM^ß. = Const. 
ein integral des Systems, und aisu auch ebenso: 

hliMM =3 Const 
(y. vi* 

ein weiteres Integral. So kann man also aus zwei bekannten Inlegfalen im 
Allgemeinen immer zwei weitere, und so allmftlig das ganze System von In- 
tegralen ableiten. 

In besonderen FfiDen kann es allerdings eintreten, dass die neu ge« 
wonncncn Integrale cnl weder illusorisch werden, oder nur in Combinationen 

der ursprßnglichen übergehen. In diesem Fall ist os dann nicht möglich, 
sdranilliche Integrale des Systems au» den gegebenen abzuleiten. Aber dann 

Journal Itir Matbemaük Bd. HrTt. 3. 32 
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zeigen »Utk hillig uidere Vorthdle, die miii wu den gegebenen IntegnIeD 
xMieB kann, indem dieselben eben dann nur Rednelien itß Pfiagkeke» Fro- 
Uam beaendeif gesdddU sind, ich begnOge ndoh hier tnf diese bemeriiens- 
werften Vetiiiltnisie» «reiche eine nähere Ausrührnng verdienen, IiingcwiestMi 
zu haben, und fasse nnr noch die oben enlwicliellen ReMiltale in folgendes 
Theorem susammen: 

Theorem III. 

VKett« «Hm tryaid drei ItUegrale dc-i (mten Pfaffadte» Sjf^em hami, 

wo «, ß, y mUküriiche Comttutte aindy v^eJcke im tp, if, U nkkt vor- 
kommem, 90 geben im Allgemeinen die Gleirkungen 

»mei neite Integrale 4et Syttem»; imd durch Combinalion derselbttt utit 
den gegebenen kann man »» Altijcnieinen xnmmlliche Integrale iIcs Systems 
aus de» gegebenen drei IvtegraUn ahlrittn. Aber schon tccnri z^irci In- 
tegrale (fi — Const.y V = Cuiisi. gegeben sind, fiitdeH sichf freilich minder 
einfach, iwei neue Integrale 

and aus denselben r<N lercfM mU den gegebeiuM m AUgemeinen alle lu- 
legrole des Systems. 

Dieses merkwürdige und ^^iclitig« Theorem ibl ull'enbur eine Ver- 
ailgemeinorung des borObmlMi Seties, «elchefl Foliio« 1» der StAnmgstbeori« 
gefiinden, nnd dessen Bedeulnng JaeM genissmrmsssen entdeckt hat, um ihn 
hl der Dynamik an Terwerlhen. 

Noch voUstindiger aber findet rieb die Eigenschaft des dynamischen 
Systems wieder bei der sweiten Form von Gleichungen, auf welche die Tor- 
liegenden Untersuchungen gefährt haben. Bezeichnen wir dntcb ü ^ne gnns 
bettelnge FuncUon, and bilden den Ausdruck 

i/] - 0, 

»o stellt diese Gleictiung eine lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung dar. Ton welcher eine Lösung bekannt ist, nflmlich 

ip ^ ü. 
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Kemtl maa aber swei weitere Integrale derselben, y> vaA M, w4 bemitit aaa 
die identische Gleiehuig (50.) in der Form: 

weldie sich der VoransBetning gemflss anf 

redacirt, so erkennt man, dass auch [H, tp] eine Lösung der vorgelegten Dif- 
ferentialgleidiang iat; nnd indem man diese neveLftsung mit den arsprOngUdi 
gegebenen Terbtndet, nm abermals neue LAsnofen dannstellen, gewinnt man 
das folgende 

Theorem IV. 

hf U eine MMifft Fmethit, mmd kernt mam hrgmd swei Lbttmgm ^, 
U der GMckmg 

[9. = 0, 

$o kann man am diffen im Allgemeinen alte Lögtmgen düeur O Mc ä m tff 
ableiten f indem man zunächst den Amdruck 

[V, u\ , 

todann (tlinlich Combinationen dieses Amdntckx mit i/' ""f^ H bildet u. s. tp : 
»ämmlliclic Amdriicke, irelche man amf diese Weise erhält, si$ut Losungen 

der rorgelegten Diff'crenlialtflcichung, 

Man sieht, wie die Gleichung [(p, U] = 0 trotz ihrer sehr all^^emeinen 
Form dennoch vollkommen denjenigen Charakter bewahrt, welchen man in 
dem speeiellen Falle der dynamisehen Oleidlmigmi seil langer Z#t erinont 
bat. Es mag genflgen, an diesem Orte auf diese merkwürdigen Besidinn- 
gen hingewiesen su haben, durch wdche die bisher ^edell gefassten Re- 
snltate der Dynamik mit einem sehr allgemeinen Probleme in Verbindm^ 
gesetzt werden. Aber es lässl sich iuii' dieselben auch eine nene und eigen- 
thflmlichc Lö?im£|r des /yrtyfsi-hi'n Problems grflnden, deren DarsteUoBg der 
(iegenslund einer /Aveiten Abliimdlun«'- sein wird. 

Carlsruhe, den 28. September 1Ö60. 
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Die JLameschen Functionen verschiedener 

Ordnungen. 

(Von ilerru £. Heitie in liallc) 



Die Bemugabe des Handbuches der Kugelfonctionen *), in wd^eni 
der grössere Tbeü der bisherigen Unlemcbmigen Aber diesen Gegenstand na« 

saoinicngcstcllt >vurde, gab Ver(mlni<suiig zu einer wiederholten Durchrorsrtuing 
dickes Gcl)icles. Sthon vor Beendigung: des Druckes zeigte sich, di^^s die 
Besullnle des §. 90. in welchem über den Zusaiuiuenhang' der Aamrschen 
Funclioiu'ii erhler Arl E mit dencu zweiler Art F gehandelt wird, richtig 
gedeutet (mau vergl. unten Iii, $.8)) für diese Functionen eine Anzahl der 
schönsten EigensdiaAen gdbon, welche bisher nur den spedellen Kogelfanclio- 
neu P vokd Q susuhommen schienen, aber einer ailgemelneren AußaMMing der 
£aaidschen Funclionen anr Grandlage dienen hönnen, so dass man in Ahntidier 
Art von den biriierigea loateiichen Functionen sn Functionen höherer Ordnung 
irelnii<ren kann, wie tnnn von doii Kreisfiinclionen tu den elliptischen Inleirralen 
und den AbelscUcu forlsclireilet. INur noch im Inhallsvcrzeichnisse des llniid- 
buches konnte eine Andeutung hiervon gegeben werden; was sicli itamab 
herausstellte und durch weitere Arbeilen eine bestimmtere Gestalt erhielt, bildet 
den Gegenstand der TorUegenden Abhandlung, — eine Fortsetxnng des dritten 
Kittels im aweiten Theile des erwihnten Baches. 

Im Folgenden wird die dort gebranehte Bezeichnung far alle wes4>nt- 
licheren Functionen benutzt, aber bei den Ruchslabcn E und F die frühere 
Stellung der Indices, welche aus RücKsicIil mif die Bequemlichkeil des Druckes 
irewähil war. verlauschl. so duss der frulitr unlere Index jctz! der ohere ist 
und umgekehrt. Eine Verweisung auf dasiiandbuch soll hier durch Hb. ge- 
schehen; man wird dasselbe, auch da citurt finden, wo es sich nicht umStolTe 
handelt, die snerst im Hb. Terarbeilel wurden. 

Die LomAchen Functionen E^'\x) und F**\x) rind, wie man weiss, 
(Hb. §. 80 und 90) Integrale der DUTeremialgleiehuag 

*) Berlin b« Qeoig Kcimer, 1861. 
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wem man 

gesetzt lial. und />. « [losilivp €oIl^■tanl^•, letzteres eine gnnze Zithl bezeichnet. 
Auch X ist eine Conslanle, weiche ausser von b und c nur auch vuu /i ab- 
fafingL für Jedes » exüllrai 2ii+l Werth« welche Wimela gewiuer 
Glelehangen aiad, nnd der DUforealfadgleldniiig («.) den Charakter erlhdlen, 
daaa das dne ra dem hetreffeaden » gehörige Integral eine ganse 

Function i»"" Grades von |i'«*-6* und /«'— o* wird. (Hb. f. 79 et seq.). 
Da»jeniifc lulegrai, welelie:^ eine ganze Function dieser Grössen vom m"* 
Grade isl^ wurde Lamesciie Function erster Art genannt, W<hread dem anderen, 
F, welches für x ~ (x. verscliwiiidet, der Name Function zweiter Art heige- 
legl war. Für jedes n exislireii nisu (2// i I i FniK lioneii erster Art E: lu 
jedeo) E gehört eine Fuuctiuu zweiter Art Fy su duäs für jedes n auch ^2» 4-1; 
Fnneflonen iwdter Art anllrelen. Diese Punctionm E nnd F, sie niAgen 
also erster oder aweiler Art sdn, sollen Jetat Idmftehe Fimcilonai der »weitm 
Or^Hmg heissen. 

Lamitdke FtmeHoine» enter Ordnmg werden nimlich die Inlegrale der 
Gleichung 

(*.) -^-n'W = 0 

gmannt, wenn man 




selat. Macht mau 6 — i und x^cüs^, so werden lalegraJe von (b,j 

ganze Functionen Grades von x = cos(p und j l — x' = sinY. Diese In- 
tegrale mögen als Functionen erster Art belriulitet nnd deshalb wiederum 
durch den Buchslaben E bezeichnet werden, wjhicrul Fauch liier das Integral 
zweiter Art vonilellt, dasjenige nämlich, welches für x — oo verschAvindet. 
(M. vergl. unten IL). 

Wird in der Gleiehnng (a.) die Constanle b gleldi e, oder besser 
werden bride gleich 1, so verwandelt sie sich (Hb. f. 82) in die Differential- 
gleiehnng, welcher die Kugelfunclionen und ihre Zugeordneten, P% Q", Fi, 
genügen ; die E und F zweiter Ordnung gehen also für diese speciellcn 
Werlhe der Conslanlen in die F und Q über. £s sind daher die iiugei- 
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finelioae» nidit FnoeUeiieii tob niedrigerer Ordnung all die bisher sddechl- 

weg Lameschc Functionen genunlen, d. h. sie sind nicht von einer greringeren 
als der zweiten Ordnung, sondern es gind die P(x) und Q{x) Fmu Uo nem 

»weiter Ordnung ftir »prrielfe Wcrthe der Vonxtanirn b und c. 

Fmclioaen dritter Ordnung bildet man in ähnlicher Weise als integrale von 

wenn die Conslanlen x^ und filr jedes n (durrh gewine Gleichungen) 80 
hf'.'itiniml sind, das^ 'y rin Inl' irrnl von >.)• welches zu diesen 'Wcrlhrn von 
X, und j.'fli«"'rt. eine gHnzo l'iinriion (irndos von .r und dfti Oimdral- 
wurzein \x'~a\ y.r'-fr. ) .r— r*' wird. Solches Inteeral nin^r witdtr I'iinclion 
erster Art heisseu und durch E bezeichnet werden. Die Definition und Be- 
leiclinung der Fundion swoiler Art ßkr diese dritte Ordnung wählt man enl- 
aprecliend den Feslsettungen für die niederen Ordnungen, d. h. die Fnnetlon 
sweiler Art ist diejenige Lftsmg, welche fir m = oo verseliwindel, nnd wird 
durch F bezeichnet. 

Functionen höherer, der (m+1)**" Orimm$ l»eidehen «ich anf die Dif- 
ferenliaigleichnng 

wo i»f den Mberen Definitionen enl^recbend, verallgeinehiert iet, niiulidi 
«0 dam das Prodnet vcm (»+1) Quadratwuneln i^, i^—l^, etc. 
^d. Man unlMrscbeidet auch fUr sie Functionen erster nnd tweiler Art. 

Alle Functionen höherer Ordnung reduciren sich für »pedelle Wertke 
der CtNUtanlen, nimlich fBr a — 6 s 0= etc., auf einfachere Ausdrücke, die 
alüo ?e\\ issermassen als KugelfuncUonen P nnd Q höherer Ordnuag xu be- 
trachten ^ind. 

Die Abhängigkeit der Functionen von ihrem Argumente x kann 
also als VeraUgemeinermg der Abhängigkeit der FmieHam toan^ tom dem 
ArsmetUe cos^»« aufiKefasst wwden, und swar tritt die Art der VeraD- 
gemeinemnf vomigswefse in dra Eigenschaften n Tage, welche man bei 
den Cosinus der Vidfadien, also den FnoetioDen OTsler Ordnung aufiralBSBen 
hal, wenn ninn Functionen einer Veränderlichen in Reihen, die nach ihnen 
rortschreiton, d. h. in tngonometrisdie Reihen entwickeln will. (Man weiss. 
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dass im AUgemeineD Funotionen zweier Veränderlichen nach LameKhen Pro- 
dneten entwiekeU werdoo kAonen.) Dtoie berahen auf den SatM, data 

II 

verschwinde! , wenn m und u puäilivü ganze Zahlen vorstellen, und n — i» 
grade ist, oder dass 

II 

wenn noch ausserdem n^m. Für die specielJen Functionen zweiter Ord- 
nung, die P, kennt man das Bntqireohende des ersten Satzes (Hb. $. 52), 
indem für diese 

*-l 

verschwindet, sobald m und n verschieden sind. Auch das Entsprechende 
des /.weiten Satzes ist bekannt, wenn auch djrecl nur für die Funclina Fu 
im IIb. in der Formel des §. 63. 

anbdinden. Das Enlsprecliende bmder Sita^ wird man im Folgenden aucli 
Air die allgomeinen FunctioBan swdter und höherer Ordnimg mtdedwn; «He 
y«rallgemdnenmg des ersten Satses ist fOr die aweite Ordnung in der he- 
hanntan Formel (Hb. §.88) . 

enthalten, die des zweiten Sataes nodi nidit ausdrflddich angegeben. Beide 

Sfitzc werden unien nach einer Ar Fonetiouen alier Ordnnngen gleich bl^ 
benden Methode abgeleitet. 

Der Satz Ober das Verschwinden des Integrales (e), welches P enthAh, 
verschafft bekanntlich nls unmillelbaro Folgerung die Darstellung von P'{x) 
durch eme» n"" DifferentialquotietUeH (Hb. $.63, p. 164 — 166); unten wird 
ganeigt, dasa das Vapehnrinden des Integrales (</), wel<te die FumHob 
erster Ordnung eosny enthtt, dnrdi dieaelbeit Hittel sidi nnr ab Ansdmek 
der /«MsoMschen Formal erweist, welche cosny bi einen DiArendal- 
qnotienten ungestaltet. Man wird sriien, dass ihnlicbe Fonnefai fBr die 
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Foncliotten aller Ordnungen exlstiren, die xwar noch nicht die vtMelienf» 
werihe Einfachheit besitzen, deren Ableitnng aber nicht nnteiUieb, nm zu 
weilerer Darchforvchnnf einsuladen. 

Seit der Arbeil von Gatut über mechanische Qnadratnr könnt man 

einen Sats, der P*(9t) nnd Q'ix) in Zusammenhang mit log^*^ bringt 

(Hb. §. 64). Den einfachsten Anadmek fflr denselben gewinnt man, wenn 
man i^cb dem Logmitkmt» im ehern KHienbrud» von der Form entwichelt 

denkt, in Avcicher in der AMiondlung von Gmtm Aber die livpergeonii'trische 
Reihe die KeliPiihi fu-he fOr Quoli''i]IPii Ii yper^enmclrischer Reihen, im sprriellen 
Falle fiir solche Ilfihon s»Ml»^t iiiirircleu. Es ist dann P'{x) der \ennor oines 
Nähoningswerlln^s de? Logarilhmus. Q'{t) der Re?l. das so gmoiiimon. 

wie es Uli. $. 64 geschah. Steig! man zu den Functinnc» erster Ordnung 
herab, so entdeckt man die entsprechende Beziehung zwischen den Functionen 
erster Ali (oder cosny), denen sweiter Art nnd dem Keltembnieke pur 
Sie ist nicht neu, sondern bereits in den allgemeinen Formeln enthalten, welche 
den Nenner, ZShler und Ro.M der Nähernngswerlhe angeben, die sich aut die 
C»fl«sj»i«i*hen IveUenl)rüche oder auf deren Vcrallgenieinprunc beziehen; dieser 
specielle Faü t^t übrigens in dor Abhandlung, ^^ol(•he über jenen GerenS'ttiiid 
handrll*). niclil nusdrücKlich iHTvnrc'^bobon wonlon. da dort seine ueilere 
Verfolgung kein besonderes Interesse darbot. Erlielit man sieh zu den all- 
gemeinen Fnnrltonen, w wird eine ähnliche Bezi' liuntr zunächst z^nschen 

X-T-t 

den Functionen unii F zweiter Ordnunjr erhalten, wenn man nicitl lou 

X — I 

oder (1 — *. wie in obigen Füllen, sondern ein elliptisobes Inlesiral erster 
und zweiler Clause in einen Kellenbrnch entwickelt. Zwpeknifts^iL'er filr das 
Folgende ausgedrückt, ist die »« einen heltenbmch zu enttcickelHtie dröne 
die SmmuM »weier gamMem e^pHtekem htegnde dritter Gmtlmmg 

/* d» /• d» 

wenn a eine gewisse CoMtnnto beaeichnel. Allgemein, bei den FmcUonen 
m+l"^ Ordnung treten in ihnlicher Art die GHtosen nnd F*(x) mit 

der Summe von m+i ganzen Abdsthen Integralen in Verbindung. Ist m die» 
selbe Grösse, welche «e in der olien stehenden Differentialgleichung dieser 



*) DieMt Journal. Bd.o7: Uelier die ZiMer and Nenner derNibemngswertbe 
von Kettnliritcb«*». 
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FuMtfoMi dKrtfllit, «nd irtnranddt tich m k Ii; w«an Mm c • Twlraiclit, 
•o ist iBe Qrö»»e, mettke te tikmtKiltmVruek mkMtU werde» eme, flr ii« 
FoMttoMM (»+1}^ Ordnar 



im» «le. ftwiM C<Miirt» vontoll«!. 

DtaM RtwJirtP «<rd«i In dw AUmdbag abfeUiteL |»«r ente Ab^ 
edmUt giebt dm allgMieinMi Sali Iber liMwe DÜmatidyleidiuigeD, der 
nodi w«iltiw Ansdehnimg flUf, ab«? mr bi der Allgeffleinbeit abgelailal iit, 
welche mser Zweck erfordert. Dieser Salz ist das Fondament des Ganzen 
und die flbrigen Theile der Arbeit enthalten im Wesentlichen nichts anderes 
als die Deutung des allgemeinen Resultates in speciellen FäUnn, nämlich bei 
den Differentialgleichungen fOr die Lon»(>8chen Functionen. Der tweite Ab^ 
«cAfi// erliotert die Methode an den Functionen erster Ordnung; der dritte 
AbtdmUt giebt die Theorie der Functionen sweiter Ordnung, wibread der 
AlbetMU, Blebt viel sehr ab eine WiedeAolmif der lirOherwi Kalkode^ 
tkh kars Bk dar drin« Ordang beachimgU aad aar Bindealmgeii ealbltt, 
da gaalfM wardea, mm. aa aatgaa« da» bei den ItObccen Oidanngaa ndi 
jUlei in gleidier Weise gailaiIaL Dieeer AbfdmiU wird noch weilerer Be- 
arbeitung bedflrlM, indem man noch niefit mit hinreichender Klarheil das Detail 
bei den Functionen von der dritten nnd höheren Ordnung übersieht. So war 
ich z. B. bisher noch nicht im Stande, bei gegebenem n genau die Awahl 
der Functionen E'{x) in diesen höheren Ordnungen anzugeben. 

Es lag nahe, die neu gewonnenen Functionen in ähnlicher Art auf die 
Integration partieller Differentialgleichungen anzuwenden, wie es bis jetst mit 
den allginneinen und speciellen Functionen zweiter Ordnung geschah. Dieser 
Tbeii neiaer Unlaianehungen sali in einer aadaran Aibeft ausgeffthrt werden, 
wann er anl aarglMtIger dorcbroneht nnd die Mgüddnll gewisfer Eat- 
wialdnngen, waMia Mäher taraaagaeelat wardea aoMMta^ bawiaaea ial. Aneh 
aas ihm scheint henriMraagahan, dass die Jetaige ElntteUang nnd ErweHaraag 
der lom^schen Functionen eine sachgemflsse ist. Udier den Inhalt diaaei 
aweiten Theiles soll hier vadialg nadi Falgeadea beamfct wardaat 

In daa Aaidraoli 
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welcher bekajinllich der Gleichmsg 
gettOgt, selM nMi 

«s=rco89>i, a = (>cos9,, 

y = rsinyjcosyi, 6 = ^»sinöjcosöi, 

s = rsin^}Sin^i, c — p sin sin (9, . 
Dann verwandelt sich T in eine andere Form; entwickelt man es in dieser 
nach aufsteigenden Potensen Ton r, so .hat man als Coefficienlen Yon 
das Glied /^(e), wo 

e = C08<y)2costf24-sin9^sind}cos(^i — d,) 
gesetzt ist. Die Grösse lässt sich, wie man weiss (Hb. §. 67) in eine 

Reihe von Gliedern entwickeln, die nach 6 und <f symmetrisch sind. Jedes 
GHed iai, wenn man der Kllme ballier nur braiAtel, wie die 9 vmHuamea^ 
ein Prodaet au iwei spedellen I mad i r dten Fmelionei; die eioe vm Unen 
Jitagl vm ^ als iaI Y<m der sweit«a Ordmuiff, abo eine KngdfknelliHi, md 
gehlM au H, wllirend der andere FaotoTj weldier Ton f»i aUtngt, nur auf 
die erste Ordnung steigt, also cosm^i oder ainai^i ist, od In den TenNbie^ 
denen Gliedern zu 0, 1, 2> elc, endlieb si • gdiftrt. 
Setst man in 



wdehes bebanntlicb der Glddrang 
genügt. 



a: =rcosy,, a = (>cos0j, 

Xi = rsin <pi cos (fi , elc. , 

Xt B rsin (p^ sin 9}, cos 9)1 , 

«3 SB r sin sin ^2 sin » 
so fobrt die Entwicbelang von 7 nach Potenten von r aaf ein Aggregat als 
Coeflicienten t(ni r% wdehes den Mberen P'(v) entspricht, und aidk in etaie 
Sbnliebe Form bringen lissi wie Es Ist dieses Aggrsgnt wieder sym- 

metrisch nach ^ nnd 0, nnd lerfidll In Glieder, die 7 in drd Fadoreo ent- 
halten. Jeder dieser Faciorett isl nimlidi eine spedeUe Findlen; der erste» 
eine Function driUer Ordnung Von gehört m m; dw swdie, e&M Ftaellen 
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swcUar Ordojuig von fp«, gehört succenive sa 0, 1, 2, . . . n; der drilt«, eine 
Fuwiioi mier Ordaug tob ^i, fohArt ebenso der Reihe neeh lu 0, 1, 9, . . . «. 
Miii wird dti bisher Geangte Meht inf die Enlwicbelnng von 

ttertnigMi« 

Fflhrt Bin eiett der oUgen Coordinaten ^i, <h elliptische s^, «, ein 
(Bb. %. 7<), so wird ein Aggregtt von GUedem (Hb. §. Ol), denn 
Jedes S| nnd s, in der VeiUndnag B'{nt)Er{*t) enIUai, wo die E beide die- 
selben allgemeinen Functionen zweiter Ordnung sind. In dem nichst COB-. 
plicirteren Falle wird durch Einführung filinlicher Coordinaten »j, Si, «j die 
Grösse, wolcho P"(r} entspricht, a in der Verbindung 
enthalten, wenn alle drei Funclionen E dieselben von der drillen Ordnung 
vorstellen, — allerdings unter der noch unbewiesenen Voraussetzung, dass eine 
hinreicheode Ansah] verschiedener £* in dieser Ordnung exisUrt. Fflr den 
nUgonMinslan Fall ist das Resoltat ohne weitere Hinmfbgung zn Abersehen. 

Inden wir nnn sar AUeitnng der oben erwähnten Resoltale tibergehen, 
woUeB wir, am voUstAndig» SynuMtrio llr die versdUedenen FAlle ni «nelen, 
die Differentialgldehmigen (a.) bis (c.) nicht in der smfgestellten Fwm sondern 
In dMjenigen betrachten, welche sie annehmen, wenn die GrössMi 4m im 
Nenner nicht ein Froduct von Quadratwurzeln wie ] x'—a^, y'x^~b\ etc. son- 
dern wie ix—tt, }fx—ß enthalten. Durch beJunnle einfache Substitutionen 
wird man immer von der einen Form anf die andere kommon können. 

I. lieber lineare Differentialgleichungen. 

§. 1, Wir betrachten eine lineare Differential i^leichnng, um unsere 
Unlersochuigon nicht au weit auszudehnen, nor von der nweiten Ordnung: 

(1.) ^Or)^4x(x)^+*(aOr=a 

Es sollen hier V(^)i "^d «^(x) ganze Funclionen von x vorstellen, und 
f{x) ein Integral von (1.) bezeichnen; wir beschäftigen uns mit der Darstel- 
lung eines sweiten Integrales derselben Gleichung. 

Seist man — so wird = — -5— , und man erhält sofort 
«— » wo* 

88» 
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DiMe Glefdrang mnlUpUcire nun mH /(») and iategrif«, Torililf nlMHMM, 
Mck «j 9eM M Mch nr Attinnaig 

M dam die Unke Seite 

wd die ilir Rleidie mahtei aeaUc» M dvdi TM« Meiiivt hil, 

+/c^wrw+x(»)r(»)+*(«)/{«)i*A. 

Unter dem Inlegrale selte me«lirv(«),X(«}nB* ^(*) re«P- [V<*>'-¥<*)3+*'t»)t 
U(*)-X(»)]+X(») «n* berldrtditlflMiideoüiMloi, 
dm A«) voa (1.) iai, w verwenddl lidi den d«i btegftl In 

/[(v'(x)-v'(»))rw+u(»)--«w)rc«HC*(*)'*(»)) 

Wiederholte InlegralioB dnreh Thelle mtadm TontelMBdeD AaidnMk Ii 

so dass, wenn man Alles yereinigt, (a.) gleich einen von der Integralion 
freien Theile 

(6.) = -[rr(»}V(»)-A«)i-[«'V(»)] + «'X(»)A»)]i 
Teraiebrt nn daa Integcal 

wild, wo air AbkArnoiK 

gesetzt ist, to dat» W eine gante Function wm a wmI a ieaekAflct Der 

Awdruck ijb.) \issi sich Qbrigens noch in 

tMamnenalehei. Wir Ma« alao die GMahnf 

(e.) (*) - (*.)+AA«)*k. 
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f. 2. WiUtmaDlilr A«InltgfatknBMhsnkfc«&mM jfj a4«k, Ito 
wtlcka tfe GrtMd (6.) venekwiaiet, m TcreiaMl lieh die Gleiehny (e.) n 

freoB £| and 4h tob s weUmglfe Wetdbe Wieieidm. TeBfÜndtger ein* 
fedridtt wird aleo dem 

der Diiarwitielgleidiinif 

gMige«. fF%r «nfemidkii mm 4U Smekaiimka «oleAer m« m mmUäaglgat 
ITerlle o^, ele. düc /fer s (ft.) gewei i g lwia i JEnie». 

Soll (6.) für einen feMen Werth von und iwar bei Jeden Werllie 
der in (6.) vorkommenden Grösse x (anabhängig von x) verschwinden, so ist 
erforderlich und hinreichend, dem die swei Gkidrangen, in welche (b.)^Q 
lerfilU, erfaiU werden 

(«.) = 0, 

(/»•) A«i)V(«0~A*.)v^(^i)+;c(«.)/(*i) = 0. 

Dirne körnte» mar von »okhen Gröuen mfllUi wenkm, wehke 
WmrBebt VOM ip{x)==0 $ind. Es Torsch>vindet nflmlich wegen (a.) entweder 
f{xi) oder <^der beide zugleich. Verschwindet /'(x,) allein, nicht auch 

^(x,), so wird «war («.} erfüUl, aber (/?.) verlm^, dass aach f'[*i) ver- 
schwindet. Aus (1.) folgt dann unnutteÜMr, dass auch/"(A) Null wird, uid 
indeM mn (1.) aehnr« Kaie ladi m düferenlüit, tee Jeder BÜMraüHältvrtiHft 
TOB /(«) Mr er as^i vereeiniilndel, ww maBgüih igt 

Ue|t die DÜfereBtielgletehMy (t.) vor, ud lunnl mm anMaeden f{m) 
oder wonigBlens f{Xi\ f(x,\ A*^)« 0° ^'^Q tueislen Fällen feABgt eins 
angefahre Keimtniss), so wird man nun dardi (a.) nnd erfahren, weidie 
Werlhe, oho welche Wurzeln von ^'{x), die Grösse (6.) zu Null machen. 
Wir fragen aber, um in die Nalur des Gegenstandes einzudringen, allgemein 
iPtc die Funclionen x «»d & betchaffe» $eim m69$en, tm (6.) t>er$ckw%näen 4« 
lauen, wenn für wegen des soeben gefundenen Satses, nur Wuraeln von 
V^(«)*»0 geeelil weiden, Oder, wm daneifco iii» daaril eine Wtrsel «i 
im ^{m)^Q die GldchMfon («.) nnd (ß.) orMlo. InlehM i« klar, dael 
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M hierbei nicht enf 9- londem Bur auf x eiikoaiieB wird. Wir betrechleB 
den Hen|»tfell, in welehen yt(») kefaw gleichen Winelii hü 

Eff hAoaen nnichit Wnrsefai r von aHÜreton, ftr weldie 
weder versdiwiadet noch anendüch wird. Aei (ft.) folgt, dass solche nur 
und immer die verieagle Eigenscheft herfliea, ao oft Ar sie die Mchiaif 
besteht 

X(r) - V»'(r), 

wenn man nur annimmt, dass f'{x) fär x — r gar nicht anendÜoh wird oder 
wenigstens mit (x—r) muttiplicirt für x = r verschwindet. 

Es Itönnen femer Wurzeln q von V'(x) auftreten, für welclie f{x) 
verschwindet; es mag f{x) wie (x—q)'[11tx = g verschwinden, d. h. gleich 
(x— 9)*(7(x) sein, wo G{q) weder Terschwindet noch mkeedUch ist Anob 
{x~q)G'{x) sell.lllr #af Terschwindefl. Dem folgt ms (ß.) die Gieiehong 

Hecht endlich die Wurzel p von y/{x) die Function /(x) unendlich 
wie (x~p)-% d. h. ist {x-qff^x) für «»g endlich and nicht NoU, so 
setM man /(«) nnd Ibdet ans (fl.) 

Um Air die spiteren Anwendnngen nname Wddinigkeiten w ver- 
neiden, wollen wir Ton hier an nur den Fall betracblen, der allebi fir 
uns von WidkUgfcelt ist, In den eiB| ist, in denen ahm die Wnneln von 
V>(x)sO, die f(at) n 0 oder oo machen, dieses Ihnii wie eine Qnadratwnnei. 

Kommen Wuraeln von allen drei Arten in y(x) vor, zerfiUt also rf>(x) 
in das Producl dreier ganzen Functionen tpi{x}. y^ix), y'iix), so dass die 
Wurzeln der ersten wie oben p beschaffen sind, d h. ^(x) wie eine O^adrat- 
wurzel imeiuilicli machen, die von y^ix) dagegen /"(x) wie eine Quadratwurzel 
verschwinden lassen, für die Wurzeln von i/jC-t) zuletzt f{x) endlich und 
von Null verschieden bleiht, so verschwindet daher (6.) nur uud immer für 
alle »> welche W^oraeln von y(x) sind, wenn xi^^) Form hat: 

( = ^ (*) • I L Vi (x) {x) (x))' ] , 

oder dieses vernjchrl um y/(x)mal einer beliebigen gansen Function von x. 
Da die rechte Seite von (jy.) eine ganse Function von niedrigwem Grade als 
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V(x) ist, 80 wird sie zugleich die einzige Function xi^) sein, die von nie- 
drigerem Grade als V'(^) ^^d für sflmmtliche s, welche Warxeln von 
iff(x) — 0 sind, den Aasdruck (6.) zu Null macht, wenn über die Lösung f 
nur vorausgesetzt ist, dass sie in der oben angegebenen Art 0 oder tx> werden 
soll. Wir beschönigen uns im Folgenden nur mit Gleichungen, in denen x(x) 
die Form (;'.) besitzt, und wo es noch nicht diese Form hat, reduciren «ir 
die vorgelegte Gleichung durch eine geeignete Substitution auf diese Form. 

Anmerkung 1. Man hätte allgemeinere Resultate gefunden, wenn 
man am Anfange des §. 1 mit der Grösse (x—»)' ebenso operirl hätte, wie 
es dort mit e — ~r^' geschah. Im §. 2 hällc man dann ca den constanlen 
Grenzen x,, X], etc. noch die veränderliche Grenze x hinzufügen können. 

Anmerkung 2. Der Fall, in welchem y{x) gleiche Wurzeln besitzt, 
lässt sich auf den früheren zurückführen. Ist x = r eine m fache Wurzel von 

und f{r) weder 0 noch oc, ist auch f'{r) nicht oc, so folgt aus (/?.), 
dass (lt.) nur dann für z~r verschwinden kann, wenn x(x) die Wurzel x=r 
m — lmal enthüll, also aus (1.), dass auch &(x) diese Wurzel m— Imal ent~ 
halten muss. Die Gleichung (1.) wird also nach Division durch (a:— r)"~* auf 
den früheren Fall zurückgeführt. War x = q eine m fache Wurzel von \ff{x% 
für welche auch f{x) verschwindet, and ist dies von der Form 

fix) = (x-gyG{x), 
wo G(tji) nicht verschwindet und nicht unendlich wird, so kann man statt der 
Differentialgleichung (1.) die fflc G{x) betrachten, die leicht za bilden ist, und 
in der q die Rolle spielt, welche so eben r zukam. Aehnlich verhält es sich 
mit Wurzeln, die den Charakter der p tragen. 

§. 3. Die Gleichung (1.) Ifisst sich durch eine lineare Verbindung 
von Ausdrücken wie J„ integriren, wenn, wie wir jetzt annehmen wollen, der 
Grad von ^ wenigstens um zwei Einheiten geringer ist als der von %ff. 

Es sei i/'(x) vom m+2"" Grade, also x(^) und 9{x) resp. vom 
(höchstens) m-ft"" und m'"; es ist dann ?F nach x und » vom m—l'" Grade. 
Die Wurzeln von v(^)i oben) sämmtlich verschieden denken, 

mögen x,, x^, ... x. heissen. 

Man ordne ¥ nach Polenzen von % in die Reihe 

in welcher die a von s unabhängige Grössen, die aber noch ganze Potenzen 
von X enthalten, bezeichnen. Setz* man nun für jeden ganzen Index p und 



864 iZ««a«* ik l m i i $ tkm nmoHrnm w§ncki«ltiur OHkmmfm». 

ffOB p^O bIffA« Uli f«*OlMs 9 = 1 (b igt f ExpooMt, 
■talt Iidflx) 

wodnreh also J, FondioD tw « lUelii, Jed«i f liM CoMtanto wirl, m 
hal MB «ia SyüMi OMetangta 

«nd iwir te Olli »-(-t GMcbnngea, weil p to vlalt W«rlk» MiiMBt. 
Nw b«wicln lu 4i« PiUriilMiHwt aiiM S^r>i*"*^ iralckM n» 

cS fti • . . <« 

j» V ,(--41 

» • • • 

• • • • 

• • • • 

c^: . . . c^-« 

durch Fortlassen resp. der ersteo, zweitca, etc. leisten Horizontalreihe (ge- 
bildet werden, mit den Oblicheo Yoneicheii,. durch C^, Ci, ... C.; dann wird 
bükaojillich fär jeden Index q 

(2.) ir = c;,J:,+ciJi+-+c./. 

etM Integral ton (1.). Sollte für m^oö aidil verscbwinden, so vnrd 
man, wenn f(x) in den Integrafionsgrenzon x, bis ar, , j nicht unendlich wird, 
neber «in von f{x) verschiedenes Integral erhallea habea, da jedes J fir 
« s 00 verschwindet. 

Die Determinanten C lassen sich übrigens ziemlich einfadi tifdrAckw. 
Seist mn mt EMUkttnag d«r Darstellung in diesem Paragraphen liMli 
dist efaie Tertiieiliebe g, unh der Ton x,^^ bis a;^, lategiirt wM, 
hfliM, M wifd dir obli« WeUli tm r^* sieh «Iwr «och 

schreiben lassen. BehannlUch ist die Delerminante 

1 a, ... ap' 
1 % ^ . . . fl?-* 

• « • • m 

• • « • • 
» • • a ■ 

las* 
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(^-«— l), 

wddies H^, UiflMD maf , weil ia Unn e nicht mit den unteren Index 0 ver^ 
«ehw isl, wahrend dei enifprediende Prodnet, dem der nnlere Index p fdilt, 
•litl dessen der Index 0 eintritt, IT^ sei. Alsdann hat man 

nnter dem vorstehenden mbdien Integrale sowohl fi»,) als anidi feUt. 
Setit man diese Ansdriehe in (2.) ein, und macht 

n = (»,-au)(3i-«u)...(a.-»ü) 



(«•-•— i)» 

«0 ändert M (2.) sdUSenlieft, naoh sehr einfachen Silsen flher Zerlegunc in 
Partialbrflche, m 

tun, wo das Inlecrral jetzt m i-lfacli isl, uod liein iudex von 0 bis ot incl. 
unter dem Integrale fehlt. 

§. 4. In den folgenden AhwAdlten rieht man an den hetmdmren 
FlUen der Gleichnng (1.)« die dort hehandelt werden, wie bequem der Aus- 
druck (8.) ist, um ans ihm die Eigenschaften der Lösungen von (1.) an er- 
kennen. An der gegenwirtigen Stelle soll unsere Integrationsmethode nodi 
einmal ins Ange gefasst werden, nm hekannte Resultate durch diesslhe m 
belenditen. 

Man kennt schon lange ein Mitlei, um ein zweites Integral einer linearen 
Differentialgleichung wie (1.) durch eine Integration aus einem bekannten In- 
tegrale f\x) aurzufinden (Hb. §. 31). Durch dieses ergiebl sich als tweites 
Integral von (1.), vorausgesetzt dass man für xip^) seinen Werth {y.) aus $.2 
geseUl hat, 

Man erbilt also eine lineare Relation awischen djeiBin Werthe v<m wenn 

jMBMlIlr MMhMutik B4.LX. BrfkS. .'jÄ 34 




r 
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man das Integral von einem geeigneten Wertlie von x an nimmt, und iam 
Aofdnicke (2.). 

Eine ilnlielie BdradUang VM, tkk m im aHgcBttaerai 61«icliiiiv 

(<J0 V'(^r)-^+x(^)^ + Ö(x) V - {h.)+fH'f{z)d» 
anrtelleo, wo (6.) md !P die Bedevlong des §. 1 bil. Ein Integral deneliien \A 

J X — » * 

andererseils lössl sich ihr Integral aus zwei Integralen der Gleichung (1.), 
also aus f(x) und dem Werlhe (2.) auf ganz beiiannte Art darstellen. Man 
aiUdit w eine Gleidrang nwisdton den beld«i gleidien nad nur in der Pom 
vendiiedenen LOsongen von {d,). 

Um die Bedenlnng der aof iKese Art eriieltenen Berielrang anfimldiren, 
•oU dieae Betrachtung hier auf Differenlialgleidinngen erster Ordnung Aber* 
tragen werden; sie liefert dnnn einen bekannten, sehr folgenreichen Satx von 
Abel. Durch die Methode des $. 1 sieJit man ein, dass, wenn f{x) ein Integral 
der Gleichong 

beialduiet, alao t. B. /(«) » (^(«»^ iai, dan abdann 



J (*—«) 



der Gleieknng 
geoflgt, wo 

geieut, alao ein Aggregat von Gliedern 

V = ^'6 «'s« 

ist. wenn die b Constanle bezeichnen, die allerdings von Glied zu Glied, d. h. 
für verschiedene p und q verschicdon sein können. Andererseits findet man 
durch bekniinte Methoden auf der Sielle da;; Integral von (f.) in anderer Form. 
Heisst nämlich die rechte Seite von (f.) fOr den Augenblick r^, so liefert die 
Abliebe Integrationanetbode das Integral von (f.) 
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Berflduiditigt mu noch, diM f(x) » _ _ . ist, so eriiilt man iutck Gleich- 
aelMii hoMor Aofdrflcko von / 

Nir difi Abloilung dieses Salzes nach der obigen Methode möchte nngrewöhn- 
lich sein; über die Grmiwm der IiUegraUon ist den üblichen Belrachtungea 
nichts hinzuzufügen. 

Beispiel. Wegen der späteren Anwendungen soll der Fall ausgeführt 
worden, in dem 

also ^(«) ein Anadrodi. drillen Gredoi ist Es boImi tt, ß, y roeUo Con- 
stanten, nnd a<ß<Zt' Alsdann Ist . F » y - y , abo die rechte Seite von 

Nimint niMi Ao Integrale na<A % swischen den besüauntra Grensen a und 
das nadi « von an nnd denkt sidi s>ß, 90 wird sdiliesdich 



M. Tor^. Uber die WaU der Grensen*) Weier^ran, Beitrag rar Theorie der 
.iMischon Integrale §. 1 nnd $. 2, Braonsberg, 1849. 

IL Die LamescheD Fuiiclioneii' erster Ordnung. 

' f. 1. Es mögen ßt und ß, damit WeiÜAnligheit bei BesUmnurag der 
Vöraeicimn Tormieden werde, reeliSs Consianten beieicbnett, von denen « die 
Udnero isl; « «ei eine reell gedachte Vorinderliehe. Man seine 

dx 



^>{x) = {x — a){x—ß)\ dii» = 



nnd denke sich yu>{x) positiv reell oder imaginAr, d. h. im lelzlen Falle gleich 
•mal einer positiven reellen Grösse. Unter diesen VoraosseUungen wird hier 



*) Man Mflht dor^ wi« am TorttebeDder Focnil di« bekaaato 

fr dx f'\ . <b „ . 




deu AbeUüten S&cz bawataen. 
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von dm btegf«l«ii der Gleiehmif 

gehandelt, wenn n e'iwp ganze positive Zahl vorstellt. 

Man sieht, dass die vorstehende Gleichung sich nur unwesentlich von (6.) 
in der Einleitung unterscheidet. Von (1.) kann man auf doppelte Art auf (6.) 
kommen: erstens kann man in (1.) die Substitution yx—a = t, ß—a = b* 
machen, wodurch du sicli in — ^^^ verwandelt, also nach Vertauschung von 

i mit X die (ileithuntr (1."' in [b.^ umgeändert wird. Man sieht hieraus zu- 
gleich, dajis (1.) nicht allgeuieiaer ist ab {b.)\ ja sogar könnte man ohne 
wenntUcbe Besehrinknif 6»1 madieii. Zweiteas konnl man dier anch 
von (1.) Mf wenn nm ß^—atab, und 8« ftr» seist, woraus man 
•ohoii enlehl, d«n dne eiiifaehe Besielmiig switekeii den Intagraleii von (1.) 
vorhanden ist, die su n and denen, welclie an 2« gehören. 
Die Gleiclinng (1.) Usst sick audi in der Form 

sdireiben. 

|. Man Indel anf der Stelle iwei pnriiadire Intafrnlo*) von (1.), 
ninilidi 

oder 

>.) [A+Br, {A-B)% 
wenn man xur Abkanung seist. 

A — yx — a^ B — yr—^'i. 

Durch Combination dieser pvticulären Integrale können andere von nenen 
Formen erseogt werden. Wir heben iwei von ihnen hervor 

die also, wen» tnan 

ix— a » c.eos^p 

aetat, resf. tn cos«^ nnd «sinn«: übergehen. (Wire na— 1, ,-^=1. r=eoa8y 
geselal, so wirdm diese blefnle gletchlaUs coa»9 md asinn9t sein). 

*) lat die NmuMr de« Abacbatue« der Namaer der Gleichang oder des Paragra- 
ph«9 Bichl UasageAlgl, so heneht aich daa aial imaer aef d«a haicadcB 
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Wve können also xwei Functionen von x angeben, welche (1.) ge- 
nflgen, sagleich ganie FucUomb m*^ Grades von Ä imd B sind, und «Oe (Ins 
aif etam coisImImi Factor) ToUsUndig dnreh Biiisofligiiiif der Beditgng duH 
nklerUrt wnrdai, dass jade von iluieo «ilwadw efaie raltonale Fanetiaii von 
X, oder A mal einer solchen, oder B vul einer solchen, oder AB mal einer 
solchen ist. Dass diese Bedfaigungeu zur Bestimmung wirklich ausreichen, 
übersieht man sogleich, wenn man sich der üblichen Methoden zur Entwickelung 
der Lösungen solcher Diirerentiolgleichung-en in Reihen erinnert; eine wirk- 
liche Ausführung der Entwickelung, die ganz bekannte Reihen giebt, ist nicht 
erforderlich. 

Die 90 definirtett FmeÜanem toUen *u « gehörige Lametehe Fwietfo- 
ne» eräer Ordnung, gemmer noth omI ertfei* Art (». f. B) hdum. Anf «Ue 
bestimmte Feslsetnng der mnltiplidrenden Conatanten Itcmmt es In der Theorie 
niclil an; der Bequemlichkeit halber wihlen wir sie fenan so, wie (6.) es 
Torschreibt. Das Functionszoichen Dir diese Anadride sei JB*(«) oder 
auch schlechtweg E{x) oder E. 

Hier wie im Folgenden tcird eine ganze Function einer Gröfse z vom 
m"" Grade durch 0{5,m) oder G{m) beseichnel. Derselbe Buchstabe G kann 
in derselben Rechnung verschiedene ganze Functionen vorstellen, und bezieht 
sich eben nur auf den erwAhnten Charakter der Function. Ist es nöthig, die 
Verschiedenheit hervorzuheben, so erhält G untere InAces. Ferner sei fOr 
ein grades «, ~~a, für ein ungrades, ^-^ — =^a. 

AVir sahen, dass zu jedem n zwei Functionen E, sie seien Ei. und 
gehören. Man hat offenbar für ein grades u 



%. 3. Durch K\ und E' ist (1.) vollständig inlegrirl: man kann auch 
die Ausdrücke §. 2., (o.) als Lösungen derselben ansehen. Der eine von 
ihnen, {A—B)' unterscheidet sich wesentlich von den anderen dadurch, dass 

er Ar « s ee verschwindet, und erst mit x\ muItipUdrt 
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für s=sao endlieh, nifflUch (^2~) schöpft hieraus den Satx, 

dtM Jede Lösug von (1.), die Dir «sao verschwindet, mit ihm aberein- 
fÜMrt, mi WÜA jeder Poleu VM die niedriger als die y ist, mnltiplieiri 
ftt X = oo vers^windet. Eine solche Lösung heisst Lam^sche Function 
(erster OrHnunf) smeiter Ari. Sie wird durch den Bachstahea F heuiohaet, 
iadem man 

•eilt, so dass x^F*(x) fflr xsoo in (MpiJ fthergehL 

§. 4. Die GIdchung (1.) ist also fOr jedes fi durch irgend Ewei von 
den drei Funrlionen E'. f^, F', vollstflndifr inlrerirt. Vm Eigenschaften 
dieser zu entwickeln, bringen wir sie durch die Methode des L AJ»schnittes 
mit einander in Verbindmiij. 

Et sei iiterst n 'jrade; alsdann ist E\{x) ^ odi r kurz jBi(x) eine 
Function, die fOr keine ^^ urzel a oder (i von yi{x) verschwindet. Vergleicht 
■Ol die Fem «MMver deichmg (1.) mit der io I., so wire £t(x) = /(x) 
nd x(«)— n Mtoen; also bitte x{*) ^ Gestalt, (m. twi^I, 
f. 1, (f.)), wei^ die Anwendoig der Helhode dee vorifeB Ahechiiilfef »- 
lasseB wflrde, wenn Ei{x) fftr x = « mid »■ssß ydt A und B Teiscbwinde, 
was, yv\e man sieht, niclil der Fall ist. 'NVir inrnsroruiireB deshalb (1.) in 
eine andere Form, auf welche direct die Methoden von I. angewandt werden 
können. Den alls-emeinon Gedanken, welcher dieser Transformation xn Grande 
liegt, w erden wir III. §. 4 näher auseinandersetzen. 

Man substiluire in (1.) 

■e geaigl U der Gleichnf 

(1*0 v(x)-^+i¥''(x)^+i;(t-^) = 0. 

Ete lidegrd dieser Gleldnnig ist 

welches wir f x) nennen, und nun wird /". t) für x = a und x=/? wie eine 

Quadratwurzel, nämlich uie .4"' oder B"* , unendlich. Es hat also jelxt 

X{!*) = ^f'i'j die in i., §.2 (/.) geforderte Gestalt; da die Grö&>en yt, x» 
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Ä= 1 — nur vom Grade 2, 1, 0 sind, so wird 5P=0, und man findet als 
iweites Integral von (1*.) 

welches fflr x s ea vendiwiodet, oder als zweites Integral voo (1.), vrelches 
tentdi Ins lof einra coiulaiit«« FacUur k mit F'{x) oberensttanm mm (f. 3), 

(3.) F'{x)^km^f'--^^ft^^ 
ht n iinyraJe, so setze man W-^B.U. Dann wird U der Gleichuiig 

gmflgfB. ffiii fatogral lerMlben 

IT« 

wird fOr s!>sa resp. « = /9 Noll oder onendlidi wie ^x—a oder (x— 
Mw Jlitdel dahw •!• sweltec Integrd von (l.)» wenn ft| dm gewiiie CSwi- 
staBte vontdlt, 

(2..) F-W = ,.y^/'^^. 

m 

f. 5. Da F(«) nteb f. 3. fir «»«o cfst mtt snltipliGirt filr 

X = c<c endlich bleibt, 10 giebt die Entwickeln^ d«r Integrale io (3.) it«^ 
dbeteigenden Potenzen tod x das ResuHat: 

Bedeutet m eme gmue poritive ZaU, die Afetner al$ a i$t (os-|-, 
-^^^), so hat eum reip* für grade od» w^rade n die CUekhmg 

Zur Bestimmung der Constanten k und ^, in (2.) dient ferner (§. 3), dass 
diese Integrale, sait ir oder ki molliplicirl, für 15 = 0 den Werth (J^^ 
geben müssen. 

Um bequemer die Bedeutung dieser Gleichungen übersehen zu können, 
lelM man, was offenbar in Folge der Ableitung gestattet ist (man hfilte J« am 
Anfrage des f. 5 mr nMb ebelmgeiideB Petenien (x— a) sa eilwkkilii 
brracbett), in den Integralen (e— a)' Ür md medke denn ($.%) 

yT^ * */^.iiny. 
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wotooh die Teraohwiiidaidm Inlagnto mp. 

iL ■ 

<■ <i 
werden, das erste grade, das zweite ungrade » beireifend. Ferner folgt aas 
dem Falle m = a 

wodurch die ComtaatoB in (2.) beitiflimi ilnd. Aus %. 8. weira man, daif diete 
Inlegnle in WeeenlUdien aiditf anderw als {^a^a^jfx—ßf Tontoilra. 

{. 6. Die Gleicfcaagea (8.)« welehe aamitteibar «is (1.) alck ergaben, 
verecbaften die erste wichtige Folgerung, welche schon im Vorwort erwihnt 
war and hier gedeutet ist. Die DarsteUnng der E durch wiederholte Dif- 
ferentiation, also Jacobis Formel fOr cosn^ (Hb. §. 36), Iflsst sich gleichfalls 
in (3.) lesen. Um dies zu zeigen, henutien wir die bekannte Gleichung 

a a a 

4- C*-*j)Cj-g) a;''-y Vy(<t)rfir ±y'x^V(«)ite, 

in der ^{x) eine beliebige Function, v eine positive ganze Zahl, i7(t^— 1) 
das Gtaisifdie 2«idiai vonrtdlt, and bei dem 9^ fachen Integrale links jede 
lalefration Ton a an geaoBunen wird. 
Isl eine Reihe von Integralen 

y ^{x)dx, x(f{x)dx, . . . x'~^(f\^x)dx 

m " m 

gieicb Null, so verschwindet daher jedes mfache Integral J"' <p{x)d3f^^ von 

a 

»1 = 0 bis m = a — \. Auf unserp Integrale ;3.i angewandt, und zwar sa« 
nichsl auf das erste derselben (für grade n gellende), zeigt (a.), dass 



und seine a—i ersten DilTerentialquolienten nach x für x — fl verscbwindea. 
Ueisst jenes Integral {^(x), so hal man daher 

g(/5)=_r(^) = etc. = 5«-'(/^)=0 
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Dia mtm» Fvm roa Et etgldbl sieh mh 
man die ungefähre Geptalt Ton Qf kennt, die man aus («.) ersieht. El IM 
ttlaUdi ^ •^Ulff*' Gliedern, dM«n Jedes dasProduct einer PotoM 

eiM Iidectde von oder v»n ^^^^^ iii. EiaselGhee 

■ffi^mr'**"^ «ugefihri hat bdcamillich die Form 

eo den %(x) seihet die Pom 

G(» - 2) -h G{o~\)J-J^ 

besitzt. Do noch der o- 1" Differenlialquolienl von § für x = verschwin- 
det, also der Factor des Inlcgrals, J), Null sein muss {E enlhäll uüni- 
iich in seinen ConstanUni keine Transceadcnte, also auch G{n—2) und 1) 

^"'^ 0^ nicht bei eUgemein 
bleflieiidai a .and ß gldeh dnw ratieaelen GrBsae e^X M wird 



Berücksichtigt man die Bedingungen über dns Versciiwinden von § j-j und 
seiner Differeatialquotienten, und bezeichnet durch c eine gewisse Conslante. so 
man« deis 

also 

(4.) E:{x) = cy'^^(v<(xr 'j) . 

Bei der Oe«timmnng der Constanlen c, die sich sofort durch Vefgleiehoag 
beider Seiton von (4.) ergiebt, verweilen wir nicht Ifinger. 

A\s Jacobis Formel erweist sich diese am bequemsten^ wenn a = — 
yjs=l, « ~cosy^ und 2n fQr n gesetzt wird. Dann hat man 



cosa^ =s c/a^-l^C«*-!)— »; («sces^), 
weiches der erwthate Ansdradi ist. 

jMml nrlbihMWIlk ni.LX. HAS. 85 
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Fflr mgraie n gwlalM üb Raehminf Mk Mgndmmtm'. flttal mn 
wo fcertehm die GMdnnifeB 

« r («) - - = r-*(«) - r(«) - «. 

fsner E:(»)^yj:-(i^{x). Da nnn . 
M kal dlie Form 

= yv(*)0(«-a)- 

An» den Tonlehenden Bedingmigeii folgt obor, dav 

tf(»-2) = c(yr(»))-»(*-«) 

iel, oder endlkh 

wenn wiederom c eine leicht zu bestimmende GonsUuite voralellt. 

§. 7. Während die Gleichungen (2.) bemlH wnea, vn 
dor B MhnMlM odor «ndero Formen für dioao FnnotfonM aimgrton, 
bei Bin ebenso gut bitte m Crnmdo legen kAnaen, statt, wie es oben 
gOMhab, von Et ausmgeben, soll jeUt aaa (3.) «ine Beziehang zwischen B 
und P entwickelt werden. Sotit man [£(•)-£ (a;)]+£(«) ^ M 
findet man aaa (2.) far grade n 

wo eine ganse PoacUon a-V" Grades von x beaeichnet, n&mlich 

Das Integral auf der redilen Seile der obigen Gleiebnng Usst sich aus> 



Abren nnd globt - A = so dess man erbiH, wenn man noeb für k seinen 

Werth - seUl, 

(5.) . ^ F:It] - * ff" fr) I f n^*^ 
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Es »Jid «bo die Ausdrücke, rwp. a'", o -t"% -(a+1)'- Grades, 

Ut aif «imi miümMmi Fiwlor, Nmumt« ZfiJiler mU BmI (4it Wort ii 
des Hb.« i Theil, sedutoe Kapild p. 166 genoBunaa) dee Keitenbraelnf, 



den mm ■ J— eatwichda kam. In der Thal liaat «ich J^- ia 



1 



Z'-C-T^) 



deaaen NiliemifaweHh (Hb. p. 160) einen Nenner vom Grade m bat, der 
nit 9r-*ar baginm, wibreod der Zahler nur auf dea m—i*^ Grad Mdgi 
Der obeft erwihnle constanteFaetor, mit dem man jEi, ete. »all^iUeiren uaat, 
um denNeuMT, etc. an erfüllten, erweist sieb daher, durch Vergleichmif der hAch- 



Potenzen von s in den Aosdrflclien fQr E und dem Nenner, als ()'ß—a)*. 
Setzt man a = — 1, — 1, bo erhält man hieraus die Resultate fOr den 
Kettenbrncb VM i welche aus den allgejaeinen faifea wtrden, die 

ideh In diesem Journale Bd. 57 für die Gmmisdto nad die varallganniBerta 

hypei^eomelrischß Reihe finden. 

Aehnliche Resultate erhält ninn für laigrade n, wenn man in (2*.) für 
E(i) seilt ]'s—aE(s):} z--(r. Berücksichtigt man, dass \'»—<t£i^») nun eine 
ganze Function von » vom Cirade a-\ 1 und gleich 

ist, so ergiebt sich 

80 dasa die ganzen Fonclionen «^Grades -^'tfl , ^G'{x)t und die Function 

] X — a " 

-(«'+1)'^ Grade« J'^'^ sich aaf den Kellenbruch 

ViE« = J 

bedehen. 

35» 



§. 8. Ist E irgend eine Funclioa erster Art von Xf D eine andere 
ihr gleichartige, so da» D mid B dfliwlbMi «rtam. Indes (1 oder 2) be«> 
litsaB, wlhmid ihre oberen Indlees ricli nm eine grade Zahl nBtenKhddeii, 
all flidat nuni da^ ab lAall|f angeiraadtaa VerAikn» «aa der Differential- 

(*•) 

wilkrend 



eine ticher von Null verschiedene, übrigens leicht /ti hestinimende Constanle 
wird, nämlich — y < oder je nachdem die K den unleren Index 1 oder 3 
besilien. 

Dieser Salz dienl, \vic oluic weitere ErörleninEr klar sein wird, mr 
Beslimmung der CoeflBcienten bei Eulwickelungen einer Function nach Lami~ 
sehen Fonclioneu erster Gattung, die mit den dweh ßkiekietB Arbeiten hc* 
kannlen fieaehrfnkugen arlaabt lü, da irte Ja einer BntwIdMlaag nach Corinna 
oder SbtiB der Yieliiclken einea Winleb 9 gleiddconml; Um daa Lelalare 
Uarer daradefeii, flogen frir nodk Fdgendea hinant 

Um Fandien 17 von A und B, wclrhc sldb nadi Et aail grade« eberaii 
Indicaa n emwiekeln Ifisst, hat die Eigenschart 

Ilait eich MGh oH gradeB n entwidtelB, ao wbrd 

Sbrf % Ukd ijb Fanettonea, die lieli raap. nach E» oder JE^ mH aagradaa • 
entwickeln lasMn, ao «M 

SeUl nan aaSt wie f. 8, f«e—« « y^— «.coay nnd y«—^ » l|i'/9-«.afnfp« a» 
TCtwattdehi die FanetioneB 17 al^ bi FnncUonen yß tob f», die reqi. folgende 
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Aw den Mturatea Sitsen Uber dieEntiviekdng beliebifer Funclionen, welche 
wiUkirHd von ^ss^n bis 9 an gegeben sind. In Irfgononetrisohe Beiben 
M%t ibnr vnmitlelbnr, dus die Functionen ^, die nur von f|p » Ö bis <f ~^~ 
wfllktiÜdi gegeben find, ober die Toralebenden Elgenscbaften besitsen, sich 
inner In Reiben entwidkeln lassen, deren aUgeineine («") Glieder resp. 

^cosaai^, <lh,sin2ei^, •fc^eos(8»+l)9, «aH-i«to(8«i-fl)9 
lind, wenn die • gewisse Constante ▼erstellen. Gebt man aaf die tf snrfldk, 
d. h. anf Fnnellonen, weldie nnr dvreb die EigenaAaficn («.) bis (S.) eriilirl 
sind, so lassen deb ^, 171, ijt und ij^ daber inniw dnrch Reiben darstellen, 
deren ai'* Glieder re^. die Formen besitsen 

Es kann aber jede FÜincliott & von A und B in eine Snaioie sns Tier Tbellen 

zerlegt weinien, welche die Eigenschnflen der 1/ habeik und daher nach dM E 
entwickelt werden können. Man bat nämlich 

wenn gesetzt iot 

Atji = ,9 {A, B)~& {~A, B) - 9 [A, -B) -!- ,9 ( - 1 , - B), 
4ii, - » (A, B) - .9 (-A, B)'\-i^ (A, - B) - .V {~A, -B). 
4»?. = i^iA, ß) ^-&i-A, B)-»{A, ~ßj -»-^ -A, ~B). 

III. Die Lamöflchen Punelioiieii sweiler Ordnuiig. 
■%. i. Nach der Methode, welche in vorhevf ehenden Abschnitte «as^ 
librHeh eillnlert wnrde, behandeln wir eine eomplicinere DIlsrentlalgleiebHng. 
ZnnidHi wellen wir einige Besekhnnngen znsanunenstellen, die ttniiehen 

Im TorhergehenJen Abschnitte entsprechend hier benutzt >\crdcn. 

Es bezeichnen tt, ß, y Constante, die wir der Bequemlichkeit halber 
reell annehmen. Es sei nun 

a<Z.fi<iyf ]j — rt — /4, yx—iS — ß, )'x—y~C\ 

^ fr ardx ^ n n—.X 
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nimlich ° — f " grade ist, sonst — ^ — Sämmtliche Qaadratwursela 

werdpn positiv genoininen, sie mögen reeil oder imaginir sein (II, §. 1). 
Unter diesen Yoraunetxangen betrachten wir hier die Differentialflwchung 

In der m ein» pMitive gaus Zahl, k gcwisie CMHtnit» Tttttelll (8. «. S- 
Seist nea 

ao wird 

A, « + 

äo dass (1.) die Form von (a.) ia der Einleitung aonimnat, also die Gleichung 
wird, welche Hb. IL Theil, 3'" und 4"* Kapitel auafiQhrlich behandelt wurde. 
Die Glriehniig (1.) liSBl rieh meh so edirdbett: 

§. 2. Un WiederhoImigeD n vermeiden werden den JSh. f. 81 — 86 

folgende Eigenschaften der Gleichung (1.) entnommeu, die dort zwar ffir die 
Form (a.) der Einleitung erwiesen sind, aber durch die Substitution des §. 1 
sicii unmittelbar auf unsere Form (1.) abertragen lassen: 

Eis können ffir jedes n der Constanten k im Ganzen (2n^ \) ver- 
schiedene Werthe ertheüt werden, die reelle Wurzeln gewisser höheren Glei- 
chungen sind, und welehe der Gleidiung (1.) die Eigensohsft Terieihen, dese 
Je eine Lftrang von (1.) eine gense Fmetion Gredee von A, B, C ist. 
Neeii fennner wird die im Hb. gewennene Remdttt dnreii Mgendee Scimna 

t,ii grade 3, n aograde 



K| G(a,x) ((7+1) 

M|^CC(ö-Kx) (o) 



AG(a,x) (tf+l) 

BG{a,x) (0+1) 

CG{a,x) (o+l) 
ABCG{a-Ux) (o) 



Man wird hierin die Gleichungen (57 ) Hh. §.«1 erkennen. Die erste Colurone 
des Schemas zeigt an, welcher Klasse K, L elc. von £ati»^8chen Functionen 
im Hb., vermöge der Sabatitotionen im §. 1, die Functionen entsprechen, deren 
Form in der mit dem belrelbnden Bncbetnben beginnenden HorlnontalNlhe 
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mg^tkuk hL .1« def dritlan wai flalleii Verttedraiha ftidet mn, wie viele 
WettlM i omiBBl, iIm wdi wie vide FmdioneB der d«ielieiieteiMedai 

Form man erhält. Da särnnitliche k. Welche fflr ein gegebenes n ein ud 
dieselbe Klasse tiefern, Wurzeln einer gewissen Gleichung sind, so kennt man 
zu gleicher Zeil den Grad dieser Gleichungen. Bis jetzt kann man sie nicht 
zerlegen, doch ist ihre Irrediictibililttt nocli nicht bewiesen. Wäre 8ie gezeigt, 
so würde man unten einige Beweise abkürzen können. 

Dieie je 2ii+l I«Oniifeii von (l.), die Ins auf einen eenriaul«! Feelor 
TeilMBdig beeünint find, heiMra AiiMlime» wweUerOrdmmg «mf eriter AH, 
find alrar wesentüdi niclite inderes ab die idmHAm FaneUenen erster Art 
da* Bb. Man unterscheidet vier Klassen (Zeilen) flir Jedes«; wir beieiolineB 
lie slmmtlich durch das FunctionsieielMn E, wie die Ten geriagerer Ordnong 
in den früheren Abschnitten. 

Die durch G beseichneten gamen Functionen im Schema rerschwinden 
nickt für x = y (Hb. $. 87, p. 229). Wir ordnen sie nach absteigen- 
den X*), nnd nemiMi die in ihnen vorlioromenden constanlen Pactoren der 
Reihe aadi gi^ §t9 ^ Naeb dem (Ndgen Uelbt loeh eine dieser Con- 
Staaten, s. B. fb wiHkOriidi; im Hb. ist sie, aUerdings ohne Nolbwendigbeit, 
dber sehr bequem für die Fftire, bei welchen es sich vn Entwicltelongeii nach 
den E handelt, bis aaf das Zeichen, welehes man posttiy neiunen aagf dnreb 
eine Festsetsang bestinml, wdebe in nserer Beaeichnnaf sagl, dass sie reell 
sei« und dass 

4m Zahhrarlh 1 haben saU, wenn £(«) irgend eine bestiniinle dieser Fmictto- 
nen von x, E{s) dieselbe von « beseiebnet 



«L, A, «L, etc. 
gante FtveHenen reep. von ersten, swriten, «brüten ete. Grade der jedes- 

*) üm die Reiben an erbatten, welche im Hb. gegeben und, rotliste man nach 
Potenzen von (r— a) ordnen. Es bleibt nocIi unentschieden, ob e» nicht KWeck- 
roäuiger lei, ito^ohl hier «la bei den Functionen höherer Ordnung, aacb einfachen 
Verbindungen vun A, fi , etc zu entwickeln. Im IIb. feblt leider eioe eiVl lU apKt 
bemerkte Art der £ntwickeluiigf ntttnlich nach Potenten von 

*• — ' 

wslaber man die Batraditaagan den g. 98 bitte bedevtead abbttnen bSaaeii. 
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MtltgaA CoBStauilan Jl; wir Migm hier f elegentlldi, dtw dMM F^Mtuag ili 
dia vtnehiideMa g mlbA, kdiie andere mm TnMaoeadoiitett ab n dalUal 
fliersu bedient men kldi der Üekauitai Fornel 

»a^VVW » (8»'l-3)H^,,-3(«+t)C.H.^.+(2«+l)CiH,-2»Ci»._., 
av welcher folgt 

wem (r eine beliebige garae Funclton vou « ToriteUl, md C, D, H, L Con- 
gtante bezeiciinen, die nur solche Irrationalititea enthallen, welche schon in 
«, /?, y und in den Coeffirienlon von 6* .r) vorkommen, und zwar ist das In- 
tegral cino lineare FuncUon dieser Coeflicieulen. £& wird dann 

w I 'VI*) 

oder (ni. vcrgl. den Sriilii.sj von I ) gleich 'Z.ii' HD - C.L\ so dass also durch 
die Integrutiou iiciiio andere neue Transoendeule als n hinzukommt. Seilt 
man nnn 

also Q{a) gleidi dnor rationalen Iioniogenen Foneliott der Coeffidenlen 
vom vierten Grade, eo lerfillt dio linke Seile In ein Prodnct Ton ^ff mal 
einer gansen Fonclion von QttoUenten 



2l. f«. 
5. ■ </."' 




d. h. mal einer ganaen Fnnction der Comtaaten ao dan also die Fesl- 
Mtmng Aber die Conatanle ^ in die Coettcienten f. nnr ^ao tiorlo Wnnel 
anf n und einer ganzen Function von k, keine neae Tranicendenle einfahrt. 
Die g enthalten also, abgesehen von,.n« keine Transeendeiite, welcbe nicht 
in k oder in ;' vorkommt. 

Im Folgenden »od diese Re»liinmun<j rnn g,,^ um eine lästige Weit- 
läufigkeit im Ausdrucke zu vermeiden, aufgehoben, und g„=l getelii werden, 
«0 dlaa» 4ie g raUonal nach k und ß, y sind. 

SeUieediek alellen wir die Gldeknnfni anf, woleke swiiekea den 
CSoelldenten n bealeken, begnttgen nne aber kierbel mit e<ReM Falle. Ea 
wird der Fall einea B der ersten KImso (Zella) Mit graden n benwige- 



^Br^fi As ^tfi^ ^^^f^ltffitfMNVfl^ ^Ptff^VClftfl^MtSiBC^ ^^^i^ltfUilMMj^^fVIit 



Dua kat, wie m dem Sdiem enicMidi ift, B 4m Forn 

diesen Ausdruck in (1.) ein, so erhält man ein System Gleidrangea 
TOB M«a m^O 

Die enton skd demiMii (wir leneii aDe drei C allgeneiD, obgleich nan 
dnrdi eine ÜBeara SaWttlaliOB Air C; n Null madieD, nd so GleidrangoB 
erhalloii kAiate, die nar Jo drei g oallialleii): 

0 = t«*+4JC.jb+2(aii-l)^„ 
die leistea: 

0 - 4.6(;^,^-8.4Ci^i^+[4+l:]C,^^,+ii(ii+l),„ 

0 « 3.4€^f.^~1.3C^9«-i+AO,f.. 
Vertiltal untereinander stehen in den System im AngeneiBon vier Glieder; 
s. B. «iod die, welche aiit maltiplicirt liad: 

(•-SM}(ii+3ai+l), ((3ai)*+ft)C^, -2M(am-l)C;i, 3m(3«~2)C4. 

$. 3. Um rar jedes k die Gleichung (1.) vnü-tiindig zu inlegriren, 
nimmt man noch eine xwcito Lösung zu Hüire, weiche die LanUtche Ftmclion 
iweiter Ordnung tmd streif er Art hcisst, und durch das Fundionszeiclien F 
eingefOhrl wird. Als Reihe , die nach Polenzen von x absteigt, beginnt sie 
II -4- 1 

mit der — ^ Polens rm x, ind verschwiadet daher fllr s»ee. Oa~ 

durch ist diese Function bis auf eioen coaitanleii Factor beetfmml, Aher doBf 
eatoprechead Hb. f . iNk, p. 333, featgeaelal werde« soll, da» 

✓«JP»(.)F-(«) = 2^^-^ 

fOr X = 90 sei, wenn E' und F' zwei zusammengehörige Functionen sind, 
d. b. solche, die n demselben n und zugleich sn demselben Werlhe von k 
geiiöfeiB* 

Varschwladel «iae Lftaai^ ▼on (i.) für s » od, so ist tfese aiso eine 

Function zweiter Art, und sie kann daher erst mit multipUcirl, für x = ao 
endlich bleiben; dann wird sie aber « 

M.LX. IM t. 36 



282 Meint, He Lamitckn Fumetiemem wtndMemtr Orämmmfem. 



$. 4. Nack deuelbm GnmdtMien wte in II, f. 4 soll inm «Im 
swcile höamig yva (1.) adl ZngranddaguDg der lAaung E ermittelt werden. 
Die Gletekuif (1.) hat swar Wiederau die Form der Glekkuif (1.) In 

1. Absrhnitte, wenn nnr x(^) = iV'i^) 'st; um aber die Sclilflsse von I, §.2 
EU «rc^UUlen, niQssle die erslo Lösung J") für alle j, die Wurzeln von «."'x) 
^ind. wie eine £o\visse Quadratwurzel verschwinden, rIs^o für dieselben zu- 
niich>l überhaupt verschwinden, whs nicht für alle Classcn (Zeilen) der E 
etettindet ($. 2). Wir leriegen deshalb yf(x) m das j^odad sweier ganse» 
taelionen 

wo tt,{x) die Uaearea Faeloreii Ton ^(ß) endMdt, welche, gleich Nidl geseiat, 
eiaea Werft tob * fobea, Ar welche« ß{m} sieht vevachwiadet, ^(x) die 
anderea. Ist a. B. m grade und k so beschaSen, dass die eine Lösung dao 
Function zweiter Classe (Zeile), also von der Form ABG(a—\^9) wird, so 
setzt mau 

v, >} — i j — •/) ; V'j 'x^i ^ (r — o'^ 'x — ? . 
Indem wir zum allgemeinen Falle zurückkehren, »elzen wir nun in (1.) 

«ad fiadea eiae Glekhan; nach U von der Form I, (1.), derea eines integral 

für alle j- , die Wurzeln von sind, unendlich wird, für alle Warselo 

von ^'yXj verschwindet. Heisst die Gleichung 

so wird jeirt 

4d j-, = '."1 x;>/., 'xH 2«f'l .rj V j'x, — « >4-l}x— K*,. . 

E§ hat jetzt X x; die F'orm in I. §. 2 : femer ist die Fundion 6 nach 

X vom ersten Grade, daher in I, §. 1. eine Conslante c, deren Werth 
»an ^^o^leich hinschreiben kann, der aber rdlsiindig gleichgültig ist. and 

/'x; = -^^=-- -Macht man nun, om nicht gleich das Endresultat 
*arA 4*sr «llgeasehien Formel I, f. 3 hiaxaschreiben, sondern dasselhe aacb 
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der allgemeinen Methode in die^oin speciellcn KhIIc ub/.uleiteii '^). 

to wird die linke Seite tob (a.)» wenn man oder Jj fir selxl, nioht 0, 
eondem req». t^e oder (5»«, folglieh 

dn btegrtl von (o.), weichet für a? =ioo versehwhidet. Dies mit i^t{x) 
mnlt^icirt ist daher ein Inlegral von (1.)« und kann rieh nur dnreh dnen 
coialanlen Factor t von der Fnnetion iweiter Art vnleradieiden. IVir hohen 
alio das Resultat: 

Ist E^{x) eine zu n gehörige Function zweiler Ordnung und erster 
Art, und heisst der Factor von v'^)? dessen Wurzeln, für x in E'{x) ge- 
setzt, dieses vorschwinden lassen, V^iCx), so ist die demselben k ent^rechende 
Function zweiler Art 

Setzt man für r„ und (5u ihre Werthe, so IhssI sicli diese Formel sogleich in 



§. 5. Von den drei Constanten f, Cu, (S» dienen die beiden lelileren, 
genauer nur ihr YerhiltnisB Co:(£i, also eine einiigo Conslanie, zur Cha- 

motevirimng der Fmeüon F"; den WArth der swd Conatanten »nw mm 

nnr dann kennen, wenn nuin fonan diejenige Fnnetion erhallen will, 
die dnreh efaw vrtllkariiehe Bestimnrang im f. 3 festgestellt wart lieber die 
demnadi widiUgsten Constanlen c und S soll mten noch weiter gehandelt 
worden. 

Es fängt F'(«), naeh absteigenden Potonsen Ton x geordnet, mit der 
^^^7-^"° an (iel vom Grade Nennen wir nnn eis F, welches. tn 



*) Wo nach I, §.3. bitte c* uad (f «tebea nUtnen, tetat man bior cur Be- 
quemlichkeit e und S. 
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«Hiem B iw p*^ CStMe (Zeile) gehori, eia F dieser p"" Classe, m folgt 4er 

ürati von f^^^ 

1) bei gradm n, für die ento Klaite .«-(«r+d), fBr die ibrifea 

Klassen = — (a-fl); 

3) vngradtm n, für die drei enlea KleflMii (o-(-2), fitr die 

vierte =— (a 

Bezeichnet man den jedesniHlijren Gra<l mit — *, so folgt aus (2.) durch Enl- 
wickeluug der rechten Seite nach ubsteigendeb Fotensen von 9 der SaU: 
Es ist 

(3.) yvi5-,.,^-«/v^(.)-pi^ = 0 

für alle goMt» m, ee» m&sO Mt es»«— 2; fBr »s«— 1 wird alier 4ie 
tinke Seile 

2f 

(2«rt)' 

was zur Beslimniung von f dienen kann. In IT, §.5 findet man das Ent- 
sprechende dieses Salr.es für die Functionen erster Ordnung. 
Die Gleichung (3.j lässt sich kflrzer so schreiben: 

und zeigl, dass man die Proportion bat 
so dass auch 

(a.) c^(S.- c«(I, - 0, (m <»-!,!» <*-!). 
Als Doppelintegral geschrieben heissl dies, dass 

welcher Satz der Kern desjenigen ist, der zur ßcstimmung der CocfCcieoten 
bei Eolwiciielungen nach Z^m^schen Produclen dient. Aus ihm folgt ndmlicb 



wem f und x ganieFteelioMB tob hftdistei» 8"* Grade ▼oratellca. Be- 
de«tea J>(y) und D{») FmietioMii wie E, die ni tittem iiie4rigerei aber 
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gleiduynig«i n wnd n derselben KhfM fehOreii, lo hat 

mi todet dann den erwähnten Snli 

Der Bequemlichkeit halber werden wir im weiteren Laufe dieses Para- 
gnqihett nnr eine Kteste der E betrachten. Wir nehmen deihalb n grade 
und nnr ein B der errien XlasM, so data ipki») » 1« ^t(«) » W«)« « » a-(-2. 



80 entsteht durch Muliipiicatiun von (1.) mit "^^^"^ ^^'^ Integralion nach x, 
indem man durch Tbeile inlegrirt, 

(d.)| jfV^i(m^B'(*)^ar^) 

|=(i«-2m)(f»^2j«i , , : ((2»i)V*)C,S.-2m(2«-l)aS._, .^»»(am 2)C^,_,. 



Die linke Seile hat also die Form yif/{x)(f{a-[-m—i,x)., und verschwindet 
fOr x~ttj ß, wihreod zur selben Zeit die in diesen Grenzen genommenen 
lutegrale S in c oder (S flheifehen. Man hat 'demnach für die <E ein System 
▼OB Gleidumgen, In dem aich anch alle (K mit e Tertaasehen laMon: 

0 = -1 .2.fta«+(4+*)c.«,+(»-a)(ii+3)tf, = 0, 

o!c. etc. etc. 

so dass sich alle Q h\s (S„ incl. durch (I,, ausdrücken; lissl sich wegen 
des Factors n—'Zm, der .S',^, in der allgemeinen Formel multiplicirt, nicht 
bestimmen. Eine Yergleichung dieses Systems mit dem für die g am Schlüsse 
des f. 3 neigt, dam üe BornoHlalteAm dm emm SgtUm mU dm VerHeai- 
fctte» dm aadtnm tffcprrilniliwmeji. (So iit eine nHonale Fmcilon von die 
Teihlltnisee ^:fft, (£>:(Ii, etc. lind ganie FmictioneB von k reap. vom 
Grade 1, 3, etc. 

Da nach (d.) Jedes von m ~ i bis m = a sich in die Form 
£w eon0t.fi^+yj»(«;G(ö+M-2,«) 
hrinfen lisit, ao wird 
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«nd maB findet 

(e.) 5. =^ ^ Su+ ^^^G:a-^m -2, x). 

Anmurkung. Die Forronlu '.2.) und {2*.} wärea iiiusoriseh, zunichsl 
wenn c» nnd ^ vendwindeii kömrten. Diet gMebieht tber uichl; denn ver* 
nOge des vorrtehaideii Syateou wflrde Uenu folgen 

fi = fj = = f, =0, 
oad anck jede lineare Verbindung der Q oder r müssie voiebwiadea, alae aneb 

ff..C?„-r<?i(5<,.. 1-1 f-^„^o. 

d. h. (wenn die g (iii- in Norkoiiinicnden Constanlen sind) 

was nnmAglieb isl, weil die Grossen unter den Integrale ibr Zeieben nicht Indem. 

Aber aueb ebne dass c, und d«, verschwinden, kam (8.) md (8*.) 
illusorisch werden, wenn nämlich die rechte Seite von (80 Ar alle « ver- 
sebwindel, was also erfordert, dass für jedes ganxe positive m 

foS.- c.6„ = 0, 
6» : r„ = (5„ : f,, X 
sei, wo l eine Conslante vorstellt, die nicht Null isl. Dann wird 

= A(^r.-l-yiC^i+—+ jr.ro) 

oder gleich 
Ebenso wird 

Die VnlliplioatioB der beiden Glei^ungen, der Unken mit der linken, der 
reckten mit der reekten Seite, g^ebt, wenn »an dnrck l dividirl, nnd iniRe- 
sultale beide Seiten durch Sabtraetion auf eUier vereinigt, 

wülii-end doch der Ausdruck, da die zu inlegrirendo Grösse ihr Zeichen nicht 
ändert, sicher von Null verschieden sein muss. 
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Berrits in der Binleilang wurde bemerkt, dim die h'nge/ftinetimiem P 
tmä Q nfejkf «e« einer germgereu Ordnung alt der weite», sondern ah »oieke 
RmeHomm fltr tpedeäe Werthe der Con^ante» anflMrfiu$e» tind. Seist man 

« ^ . 0, /? — 1, und x"' fflr .r, so vcrwondell sich in der Thal (I.) in die 
DifTerenlialf leicliiing der PI, und (>;„ , aho nnd F sicli in /';. »rui Ql (Hb. 
§.82). Es hlclit zu erwarten, diij;?; iiiilc;" dif.-en Yonnis«('lzu)i<,M'n ,2.) oder, 
was dasäell)i' ist, in diü ljekanu(c Bcziehun"^ /.wisclicn /*;;, und {J'„ iiltcrgolien 
wird (Hb. §. 59), die im WesenUicben mit der zw iscben /l; und (Ub. §. 33) 
flbereiaslininil. Aus miseren Formeln Ifisst sieb dSfrecf nur die leisten» leicht ent- 
widiebf da wir voraussetsten, die Differentialgleicbunff, deren «weites Integral 
wir a«fnicbt4», habe dn erstes Integral, welches nnr wie die Onadratwnncel 
von verschwindet, wflhrend bebannlUch dnrch die wf Potenis der 

yi— »* theilbar ist. Ein soleher FaH wurde (I, $.2, Annierk.2) auf den 
einfacheren erstgenannten surnckgeßhrt. 

Kehrt man in (2*.) die Ordnung der Integrationen um. so ist das 
innere Integral 

Wird ft^y, so gebt E'(g) continnirlich in eine Function Uber, die <S(f) 
hrisse, also das Integral in das Prodnct 

Seist man 9—ß'^(y—ß)f>\ so verwanddt sich das Integral cwischen den 
Grenaen /9 und y in 

also die reehle Seile von (2*.> oder das sweite Integral derGleiebng, deren 
erstes S(«> bd, in eine Conslante mal 



CS (.■5) f 

• 1 X - O / ■ • v^-=- • 



Dies ist offenbar die Relation Hb. %, 39, nach der 



did aweite lidsnng (^(;p) der bekannten Differentialgleidrong der Kngel- 
lunctionmi wird. 
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AnnerkvBg. Eb oiimI* in drai Audradw (e.) rwnmftuM weH«ii, 

du8 D von niedrigerem als dem o*^ Grade sei; man tieht aber, durch Be- 
trachtung der Differential^flichung (1.) in der Art des Hb. %.8S^ das ResiilUit, 
dass (c.) noch gilt, wenn auch D von gleichem Grade mit E', nur nicht 
selbst ist. Diese Eigenschaft führt auf Gieichmge», »eidte die vtnekiedenm 
Mu n gehörenden k tferbmäen. 

Um dies weiter auszufOfaren, beseichne man die Coefficienteu von D 
durch 80 dass (Au= 1} . 

die Gmuluilo i habe Ittr l> d«n Werth ». Trantt mam m (e.) in die Dtf- 
ÜBtmi sweier DoppeUitefrale, deren entei 

im mid lölt D(g) in die Reihe mi; m eiMehl 

^ekhNdl, vnd nur YOiNill veneidedeii, wem eile A mit dei ^ eagdrilflgeB 
CoeHeieMeB 9 iherelMliBmeB. Naoh (0.) wird aber die linke Seile 

«der 

*üC,+AiC,-i-l 1 *«r„. 

Für a Systene von Werthon A ist daher der letzte Ausdruck gleich Null, in- 
dem der erste nicht verschwindet; die Grössen A„=1,A,, c,:c„ elc. in einem 
jeden Systeme lassen sich aber rational durch die jedesmaligen x und k aus- 
drflcfcen, woraus man eine Gieichnng zwischen x und k erhAit. Indem man alle 
k gleidi den f mM, die endi M^k, enWehl nieht Ifnll. 

f. C Der Ktrae halber betraehlen wir auch in dieeeoi Paragraphen 
nnr eine Claiae der ind «war di« erste Chat» fttr ein giadea m. 
Am den Olaidnngen (8.) folft nach II, f. 6. aegleicii, daae 

fir and nnd für alle fanaen m Toa »»0 bis aistr+l var» 
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sckwiodet; für i x = ß findet offenbar dasselbe statt. Seist man 

/>w^ -,(.,, 

■0 wild also 

Andererseits findet man leicht Baak II, $.6, («.) die äUgMMiiia Pom tm 
(Man veifl. anch $.5) 

wenn die S «ttaaelbe Bedeolonf wie im |. 5. habea nnd bw die htegraUoH 
▼oa «»^ aa aiugelhhrt ist Venriltelst f. 5, («.) eryieht lieli idenwa 

Co<f<x)=(co,^^-^t,:t'-^+'-^c,x'-^-^U:Y'^ 

wenn die Constanten in G so bestimmt sind, dass (p(x) den Gleichungen («.) 
und (6.) genügt. Das oben voritonmende Integral liast sieli ftbrigen» naeh 

§. 2 in die Form 

Cfk-\'DE,-\-^ipix)G{a-2,x) 
nawandelB, wo C and 1» gewiase Cooatante beaeiolinea, die keine anderen 
IrratkHwlitften ealbahea all k, a, ß, Ea erglebt sieh endiicb nneb (c), 
data B^{m) dareb «r+lÜMbe DÜmntiatioB ana dem Anadnieko 

(4.) c,.Kx) =(coX--f c.x-H-etcO(cy^+p/Ä+K^)(?(»_2,x^ 

ß fi 

erhalten wird. Man bitte ebenio gefimden 

^ 1 ^ ^ ^ )/y^x) ]'rp{xy ' ^ ' ' ' 

7. Man entdeckt endlich einen neuen Zusammenhang zwischen E 
und F aus (2.), indem man unter den Integralen nach » Zflhier and Nenner 
mit vV2(a) mulliplicirt. Die ganze Function yVj(»).JS"(») lisst sich dann als 
Summe Kweier ganzen Functionen 

darstellen, and man findet 

Jran«! nr MMliHwtik M. LX. HM. t. 87 
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WMUi nr AUinuif die gaue FacÜmi 0 den Avsdnick basaidiiial 

^ *-» YyKiQ 

1£b werden ^^'^»^ (*üie ganse Fonetion), und -^^^ aidi wiederum 

all Nenner, ZiÜer und Rest eines Kettenbraches erweiien, nnd swar des- 
jenigen, in welchen lich der Ausdruck entwickeln lisst, der in (5.) ntt 

eckigen Parenthesen uoignben ist, mal yjj(x]'y im Folgenden soll dies genauer 
erörtert werden. Wir fassen sunichsl den erwilinten Factor ans (5.) naher 
ins Auge. 

Es ist nach I, §.4, wenn x^y, 

fmier (f. 6.) 

= C»7o + 

WO C nnd D Constante sind, die nur solche IrrationallUten enthalten, welche 
in den f md m a, y vwlHHBnien, also a, ß, y. Bkraui folgt, daM 
die GrOfM, tmi der wir oben aaglen, ide soffle in einen Kelleibmob eol' 
wiiMl werden, sich aneh in die Form brinfen lüet 

i4-6x 



dx. 



wo « nnd fr Constante sind, die nnsser den Torgedachten frralionalililen nnr 
noeh n enthalten können. 

Im weiteren Verlaufe soll wiederum der Einfachheit halber nur eine 
Classe der E betrachtet werden, dieselbe wie frAber, für welche also V^i,x; = li 
yfi{x) ^^'ix) ist, und fftr die man hat 

'^"^■^^^''^ ^ ^^""^'^^ 



R - n d* fT ^ 
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M» iam muk tlao R bo^ mit der Fem 

verteeeclieB kern, wo a ud A ratioBäl oach k siod, od unew «, ß, y, n 
keine weitMO Irrationililit entkilten. Der Grod tob 



ist resp. genau o = ^^ höchstens (7—1, ^nen — (ff+2)> Den möflidut hohen 
Grad a—i würde G nur dann nicht erreichen, wenn ^,17,,— (S^cu^ verschwindet 

Für n=0 Ist r„=tüii, (5., — »ji», wahrend für grössere n, wie es scheint, Cü^.,— (5^0H| 
nicht verschwindet. Der fragliche Ausdruck, als Integral geschrieben, ist 

a. Et haben E und G kernen gememiamen Factor. £xistirte ein 
solcher, würen E und O also dorch x—p tbeilbar, wo p eine Constante he- 
BoMuMl, so Wfire p (Hb. $.89) nicht a, ß, y und Nach (5.) 

dann P{p) vonchwinden; aber ^Hb. §.90, p. 

dF „dE 
im 



4m 



isl fleieh einer Conatanlen nnd nicht 0, weil aoaat eooalant, also F niehl 



vom Grade — y- wira. Ea mflaale also unendUdi fir «esp sein, wu 

ntfih (5*0 nnmöfÜeh ist. 

Eine gauM PnneÜOB (f von Grade a, die gieiek x*+etc. iat, wird, 
wie wir jetit seigeB, kOekateni o+ldenttg dnrdi die BedingBBg keitiflunt, 
daae aie mit 

gt « 

multipiicirt (wo r von x nnabb&ngig ist) eine ganze Function geben soll, ver- 
mehrt nm «nen Rest, der mit der —(0+2)"* Poteni von « anlingt. Man 
findet AdoistaM o+l Werlke von r, fiHr die efai solekee <S eadsUrt, also an^ 
von 91, nnd Jedem versdledeaai r OBtsprickt eiae versddedene, mit 91 sv 
mnhiplicirende ganae Function <f. Ist dies hewiesen. so schliesst man weiter: 
Da genau o+l Functionen Mistiren, welche '5*.) erfüllen, so hat man 
04- 1 dnreh die oben genannteii Eigenschaften definirte Functionen (E, 

37 • 
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gettaii «benm vide r, fR und Ekie PkmeHam (6 eom Orade a, 4ie mU 

9t muUiplidrt, amen Rest vom Grade — (a-r2) lätsl, i*t also gleichbedeutend 
mit einer »u nsa2ü gekörigen Lamite^eii FmeHm BweUer Ordmmg, enter 

lfm 

Art vnd Klasse. Dil der Rest ferner — also eenauTom Grade— (a+-2) 

ial. so kann keine ganze Function (5, mit iH niultiplicirt, einen Rest vom Grade 
— ('M 3) gehen. Denn dadurch, dass der Rest x~', etc., nicht 
enthiilt, ist sie schon defioirt, also als E^'* defintrl, iässt daher einen Rest 
wnr von Grade 

Zvn BeweiM des enton TheHei entwlekelt nan 81 in die Reihe 

— +— p— +— 5r-+-» 
md setit die mit Sl zu mnlüplieirrade ^ame PmclioB 

« = »^+*,X^»+'", (»»«1). 

'AlidiMB ilt in RMie äilt araltiplicirl, also gleich 0 n aeUen, ao lange 

so dass man für m--0, 1. ■ • <t im Ganzen o-fl Gleioluinsren zwischen fr-fl 
Grössen A hat, deren rechte Seilen 0 sind. So lange die Determinante nicht 
verschwindet, milssen daher alle h Null sein; die Determinante verschwindet 
aber nicht allgemein, sondern nur für gewisse Werthe von r, welche dann 
eben gelonden werden, indem man dieie Delenninante, die naeh r hSdiatens 
vom 0+1"* Grade ist, gleick Null seist, vnd die Worseln r aufradit. 

Um sn «eigen, dess die Determinante nicht versdiwindet, so lange r 
allgemein bleibt, braucht man nur das Gleiche von dem Theile derselben zu 
beweisen, welcher die höchste und die niedrigste Potenz von r enlhilt. Beide 
Theile sind gans Ähnlich gebildet; wir hetrachlen deshalb aur den «rsten 

V« % ' • * V» 
% Vi • • • ^«+1 

m 

« • • 

! l • • • ! 

x" • >— ist, so kann man diese Determinante leicht bilden, 

wenn man die Verinderliehe unter dem Integrale für die erste Horlionlalraihe 
a^, für die aweite x,, etc. nennt. Es handelt sich dann hao|rtsldiHeh tun die 
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Dataminnto (die s mteB «ngeUbagten Zahton sind IndicM, die ober«« Bx- 
pontBlflB) 
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HeiMt leltfere Detemlnutle, nlmlidi 

(«,— äii,)(<?i-aw)...(«#-aii) • 

iJ, M wird die Deteraüiuuite aus den i} gleicii 

/'y x^xl...x' .TT. dx,dx,...dxt 

Wäre dieser Aasdrack — 0, so mflssfe er auch durch VerUiuschung der 
Grössen x^, x-,, etc. unlereinander auf alle mögliche Arten Null bleiben, da 
die Functioa unter dem integraixeichen dadurch nur ihr Zeichen, nicht den 
Werth indem kann. Es mflsile also auch die Sunme solcher Integrale, d. h. 

/'(UY dx,dx,...äx, 

verschwinden, ww nnmOfUeh ist, da i7 nidit Ar Jedee «b* ^ Null wird. 
Es versdiwindet also 4io Beterminante das Systonies, ans welchein 

die h n bestinunen sind, nicht fQr alle r sondern h4tohstens fftr 0+1 Werthe 
dieser Grösse, welche eben die Wurzeln der Gleichung o+l'*' Grades nach r 
sind, die man erhfill, indem man die Determinante gleich Null setzt. Wir 
zeigen nun, dass jedem dieser Werthe von r ein und nur ein System von A 
entspricht. In der That, lAssl man die letzte Gleichung des Systems linearer 
Gleiehongen, ans weloheai die k hestimmt wwdea sollen, fort (flir m»o), 
nnd beseichnet die Determinanten der Systeme, die man dam erhilt, wenn 
man ansserdem die erste, oder sweite, ete. Verlikairsihe streidil, resp. durch 
4i, üt, ... so wird 

Ate: Aitete. » J9; :ete. 

Bei allfemelaem r kftnnen die H nieht sisuntlich Tersehwinden, weU sonst 
die ganie Detorsainante (o+l)*^ Gradee Noll wire; daher kAnnen fir ein 
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tp«ci«ll69 r swwr die B Belbsl v«ndiwiiideit, aber niehl alle TerhlltniiM 
K^zHf,, indem man bei der Aufmdimig des Werthea von f, den diese 
ganaeii Fanctionen böcbileiu Crades nach r bonrerrafea, wemi sie «rtrk- 

lieh verschwinden sollten, auf Ausdrücke in bestimmten Zahlen, von denen 

im schlimmsten Falle einige Null sind, gelangten mass; man findet also höekifau 
a+1 verschiedene Systemp der h, also (s. oben) genau o+l. 

Als ZiMo/s zieht man iiieraus, duss der Real, den eine Function f 
von niedrigerem als a"" Grade verschaffen würde, nicht mit der —(0+2)"% 
— ((7 + 3)'*", etc. Poteni von x beginnen kann. 

fl. Die moAre Enlwiekelnng der Grösse R in einen Ketlanbrndi 
nennen wir die Form 

wenn die A ganie Fnnetionen von » beieiehnen, nnd il. fta> «aoo Tor- 
aobwindet, oder was dasselbe ist nnr negative Fotensen von « enlhdl, wenn 

es als Reihe gegeben ist, welchen ganzen Werth aaeh m erhilt. R, all- 
gemein Jede Function R, die nur negative Potenxen von x enthält, wird sich 
nur auf eme Art in einen solchen Keltenbruch entwickeln lassen. (Ist R 
die Summe einer ganzen Function und eines Theiles, der nur negative Po- 
tenzen von X enthalt, so wird man es leicht in ganz ihnlicber Art entwickeln 
können.) Es sei nimiich 

nnd «n nidrt Nall, so kann man setaen 



px + q—R^ 

und die Constaiiten p und q so bestimmen, dass Ri nur negative Potenxen 
von « enihilt. Dn nimlich 

K. - , 

and der Zlhler gleich 

(c,p-i) +l£i£±^+i£i£+£dl+ete. 
wMf so hrt man dam nnr 
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sn Mtim, wodnrekf imii f aiadenlig besünint liad. 5Mlto «adi eip + c.^, etc. 
Tendlwiiid«B, so wtrde Rt nicht wie in ontgegaogeMlUeii Falle mU i«r 
—V" Poleiii Ton MBden nil der —8^, ele. anhiifaL Wire c^aO 
gvwefet, abo* nichl e«, m Uttte nuni 

geMiBt, und Pf g, r darch die Gleichungen 

«i|i-l=0, C2p+«i9 = 0, e3p+e,f+<rir==0 

dadenlig bestimmt. In ibnlicher Art verfAhrt man, wenn noch c,, etc. ver- 
schwinden. Man kann also R in einen Ketlenbruch der vorsiehenden Form 
entwickeln, wo noch daxu die A im Allgemeinen ganze Functionen enUn 
Grades sein werden. 

Da s — - — =— = ebenfalls nur negative Potenzen von x enl- 

halten kann, wenn ii^ diese Eigenschaft bat, so wird auch Ag, Ai, ... A^, 
diese Eigenschaft zukommen^ wenn R„ sie besitzt. Das Criterium der tcahren 
Entwickelung braucht also nur für ein bestimmtes m erfüllt zu sein, und ist 
dann auch fflr alle früheren m vorhanden. Wir sehen hier, dass eine wahre 
Entwickelung nnr auf eme Art stattfinden kann. 

frgend eine Fnnetton Q von Grade a habe nnii die Eigenschaft, nit il 
■ndl^iebrt eine ganae Fuetioo <ft fOTuehrt in den Rest 0 an geben, der 
nnr negaliTe Polenaen Ton m enihilt. (f and <B sollen keinen geflieinsamen 

Tketter haben. Man kann dann ^ in ebieB Kettenhrnch 

A ^- 
-d.-atc-j 

entwickeln; ich behaupte, dass (6.) der Anfang der wahren Entwickelung von 
R ist, dass sich also R^ mit nur negativen Potenzen von x so bostimmen 
lasse, dass der Bruch (a.) gleich R ist. Es werden nur noch einige Annahmen 
hinzukommen müssen, die aber nach o. erfüllt sind, wenn Ü und ® in die 
Bttohstaben E vd G •na (5*.) übergehen. 

Bs seien Z ud N die Zlhler nnd Nenner des anf gewöhnliche Art 
gebüdeten lelaten Ndhernngshniches von m Z nnd JV sich nnr 
dnrch einen constanlenFaetor Ton <B and nnterschelden; 'Z and 'AF mttgen 
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dem vorlelsten Niheriugsbruche angehören. Dann ist 



RN~Z 



- ~ R.'N-'Z 



Der Zflhler von /?, ist aber im Wesentlichen H(i — (^. bei unseren Anwen- 
dungen auf E und (/ vom Grade — (or2j, während A' von geringerem Grade 
als (5 ist, so dass, wenigslens bei uns, wenn der Nenner R.'N—'Z mit der 
— f"" Potenz von x beginnt (s. d. Zusatz unter o.), /x^a-f 2 ist. Folglich 
bat Jl. mr negaUTA Potenieii von «. 

Wir ktaBen also, wenn r is 9t ein unter a. beafrochener Wwaal- 
werih der Detarmiiianto cr+l'~ Grades artheitt wird« die.fntwldieliiiig (o.) 
Ar 8t setzen, und wissen, dasa der Niherungsnenner, welcher vom Crrade 0 
ist, Ua aof einen constasten Ftetor dne Pnnellon «weiter Ordnnnf JP*{«}, dar 



behaupte, das$ sämnUUcke A Fimetkme» ertte» und »weiteH Grade» com x rnd. 
lat nilniioh der Grad von gleich m^, ao ist der Grad dea Zihlers Z wU 
Nenners N von dem Nihemngswerüie dea fansen Bmebea (6.) reapeeliTe 
•i+At+'x+oL-i und ab+ai+">+au^> Letitere Zahl ist a, erstere bdcfc- 

stens a~i (i. o. vidloieht fennn a— 1, wenn nicht «— 0), also a„=l oder 2 
(vielleicht genau 1, wenn nicht r = 0). Ferner ist (Hb. § 63. p. 161) der 
Grad von weniger dem Bruche {b.) gleich — (n-f-a^); soll er — »4-2} sein, 
so ist a„ = 2. Brachen wir bei einer frülieren, der p" " Stelle ab, an der der 
Nenner des Nflberungsbrucbes keine Function E giebt, so war dort sicher 
nur 1, weil, wenn 0,-3 gewesen wire, der Nenner, nach a., auch büle 
ein E sein mflssen; abw grösser ab 3 kann sidier nicht sein, weil sonst 
der Real mit einer mm drei Einheilen grösseren Potena von ^ angerangen 
hMe, als dar Grad des Nfhemngsnenners angiebl, was nnmögli«^ ist (vergl. 
den Znsal^ unter a.). Wir habe» oko du RuuUat: 
Entwickelt man 



dam gehArige Zihler 0"(sn), dar entsprechende Real 



XF" x) 



sdn wird. Ich 




oder, was auf dasselbe hinausliommt. 
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w«Bii Tf Q mi ^, CoDsInteii bedento (««■ fllhrt «pd GrAuM ^ und 
«IR, «bgleidi ef nur rar ihr VerhIllaiM rakonunt, weil in tpecfelleB Fall» ^ 
vartchwiadat). In «inan wahran Kattanbnidi, der Bolhwandif die Form hal: 

J 

T 

+ 1- 

p^x + +— j 

so wird immer, wenn man nnmiUelbar vor einer Stelle abbricht, an der ein 
Parlialnenner vom zweiten Grade vorkommt, und nur dort (also hier bei 
Pa^t^-\-99-t) der eingerichtete Bruch als Nenner EP*(^x)^ als Zähler (iP'{x\ 

tt OM wr Tom ersten Grade sein; man Itann aber r 0+1 Werthe gebaa, Ten 

denen jeder an der o"*. Stalle einen Partialnonner xweilen Grades p.x^-fetc. 
hervorbringt, so dass man dadurch alle G", F^' der ersten Classe 
erseugt. Diese a + 1 Werthe von r sind Wurzeln eines Ausdruckes vom 
Grade a-\-i nach r, einer gewissen Determinante (Aebnliches gilt für q). 

Ob man fflr rfewe/ba r feder — j mehrere solche t kritischen Stellen, 

d. b. mehrere Partialaenner zweiten Grades in demselben Keltenbraabtti alse 

mehrere Functionen E', natürlich dann mit verschiedenen Indices n erhflit, 
kann noch nicht gesagt werden. £s findet dieses Statt oder nicht Statt, je 
nachdem durch Anflösung der Gleichungen far die r bei verschiedenen n ein- 
mal eine frühere Wurael r sich wiederholt^ oder keine sich wiederfindet. 

Es möchte überflüssig sein, Ähnlich, wie es im §. 5. geschah, auch hier 
aas den allgemeineren Formeln die bekannten speciellen für den Fall abiu- 
Imtan, dasa in tff{x) die Grossen ß vaA y gleicb vrarden, lad die £ und F 
in Knf elfonettonea P nd Q Oberfebei, wodovb, wie man weise, die fia 
einen Kettenbrndi n entwickelnde GrOüe' M Im leg--^ YerwandalL 
Man bat also das in der Einidtang erwlbnte ResoHat faftgestellt, naeb dem 
die Functionen erster Ordawig, die specidlen «weiter Ordnnng nnd die dl- 
gemeinen iweüar Ordnqg ikb in gkddier Welse, als Nflbemngsaenoer und 
Reste, anf KetleabrAcbe belieben, in die man resp. [(»-«Uai^'jr*^ '^i=T* 
nd ein eUftlMbes Irtegral eüwiokebi kann. Zn gleicher Zelt' bat nun 

lir IfaAtmitik KLZ. BiftS. 38 
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0 

BinsMt in die wahre KatlrahniclMnlwiek^iiiig dlipUiebsr Jategntt gewooen, 

und eingesehen, welche Wichtigkeit die SteUeu in Brache haheo, n welehia 
das GeselE der Pertialneiuier sich AodeH, und idchar nicht mtkt von 
ersten, folglich vom zweiten Grade wird. 

Aiir eine, im Augenblick muss man noch sagen fiusserliche Aehnlich- 
keit der Brüche fflr die elliptischen Functionen mit jenen fflr die wahre Ent- 
Wickelung von soll hier noch aufmerksam gemacht werden, wenn D eine 
ganze Funotion beliebigm Gradec v<» » heielchML Aneh giebt einen 
Ketlenhrach, in den diejenigen Stellen, an welchen Partidnenner tweiten 
Chades TOiionUBen, eine wichtige Rolle ipiden. Nar nmnlUelhar vor -solchen 
Stellen darf man den Brach abbrechen, grade wie es bei unserem Brache go- 
schieht, und ihn einrichten, vn als Zahler Z and Nenner JV der so eatsteheit- 
den Nflheningsbrüche die ganzen Fonctionen an erhalten, welche der FcMpdion 
Gleichung ^' — DZr^^ genügen. 

§. 8. Die Enlwlckehing nach den Functionen zweiter Ordnupg bedarf 
nach der ausführlichen Behandlung dieses Gegenstandes im IIb. und den Er- 
örterungen von II, §.8 keiner weiteren Besprechung. Ea wurde hereiia auf 
die Rolle aufmerksam gemacht, die §. 5, {c.) hierbei Sj>ielt. 

Wir hasdilleaien die Untafondbaag der FancHomen awoller Ordnung 
nif der Bemerknng, daM die Formel (5*.) der Hanplaacho nach horah» 
hn Bb. f. 90, f. 841 Bndel, nnd dam diaae aaf die nenen Rendlato doa Ab- 
•dmillea Ol fttrle, dfo wiodarnn den äUfamflinea Gealdltcpnidrt giwfanen 
liessen, anter dem wir hier die JLom^schen Functionen bdraehten. BchiU man 
nlDlich genaa die Beaelchninig des Hb. bei, and aelal 

~ S ■ C^- 6*) (• - O ' ^' 

Söfw* **** 

00 wird 

Bcrteksicbtif I man noch, dass im Zahler antcr dem SnmsBcnaeichett K{x) -Kia) 
Or K{m) fciclat worden han, da Kiu) terschwindaC, so wird oh|o 
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grase Fuacliou n— 1'" Grades iiacli also 

S - «)(-* - **) (« - O 

wo eine ganze Function von x ist, welche mit (»ijr* ' anfängt. Dies 

ifll.aber das HesuUal (5*.} in der gegeuwörtigen Arbeil; von Wichtigkeit fflr 
ditt ReMXethode wtr m, imt stall dw elliptisdieii Integrals der beiden ersten 
Galtnagen swd gwse Integrale dritter Gattung eingeflBlirt «rardon. 

lY. Die Lam^hen FuBCtiooeo dritter und iiAlierer Ordnung. 

Wie in III, $.1 steilen wir hier am Anfange des Absciinitlcs unsere 
PestsetsnogeD und Bezeichnungen xoaanHnen, die sich anf die Functionen dritter 
Ordnung beliehen werden. 

if>{w) = (x-«)(x-/!?)(x-y)(x-<>) =«»-C|«'+ft*'-C,aJ+C»; 

im' "^^4 w ^'V 

Reden wir von Fonctioneii höherer, der Ordnung, so hat mnn sich uiler 
V(aJ) ein Polynom p+l'" Grades voranstellen, und die übrigen Bezeichnungen 
dem auf selbstverständliche Art entsprechend zu verallgemeinern. Die Functionen 
dritter Ordnung erhält mau durch Betrachtung der Diiferentialgleichung 

(1.) ®» 

die Ordnung eos der Gldebung 
(1 *.) ^~[«(»+p-l)«'-'+*.C.x'-'-...± V,C^a: + = 0. 

Die Grössen Ai, eto. lassen sieh so bestininien, dass fBr Je eine ComUnalion 

derselben ein Integral dieser Gleidiungm eine ganse Function h'"" Grades 
von A, B, eto. ist; «ne andere Losung wird dann, nach absteigenden Fo- 

tenaen von » entwidcdt, mit ae ' anfangen. Die enten lösnngen heissen 
FuneUonen erster Art K, die anderen Fnnettonen aweiter Art F. Sie ler- 
fallen in Klassen, wie die Functionen sweiter Ordnung. 

Um dies fftr die Funrtlonen dritter Gattung etwas nAber su unter- 
suchen, betrachten wir wiederum nur ehion Fall, den des graden n, und neigen, 

38 • 
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4iM Üe «nto EltMe eadstiil, wckfe« «tee (ane FMIm c VQV Gni4« 
a rnürn wird. Ha Mtn UMb in (1.) for ^ vollitittdfgcr 

and bat dann cur Bestimmong der CoefBdeateii von denra man gu^i 
telita kun, die Gletehniig« ia der nni wieder eile C allgeneiii Utaet, nd 
keines gleieb Noll mecbl, 

-[(2a.-2)(2«-l)+*0C,i^,_,,-(«-2«+4)(ii4-2«--2)y^+, = 0, 

deren linke Seite der Fidor von x" in dem Aasdrucke ist, welelien man 
eriiill, wem niaii die Heike IlBr in (1.) einieliL De dann aiaa Raike aal» 
itekl, die nit aaffeagt, m kal mn m der Relke aack glelek 0+2, ... 0 
ta Miaen. Pflr ai » a+2 eckill naa kafa» Bediagaaf ; BBser Sjaleai ka- 
fkint also 

0 « -[(ii+l)«+*JCif,-2(2»)ft, 

0 = (•»+Jli)«i*,-[(a-l)(a-a)+»0Ciyi-4(t»-2)#„ 

0 = -•(•-l)C;^+Ka-a)'+fc]ft^,-t(a-S)(»-4)+4jCifi-6(2ii-4)|b, 

0 = a(«-2)Ci^~(»-2)(»-8)Cif»+Ka-4)'+*Jftfi 

-[(a-5)(a-.6)+AJC.ft-.8(2a-e)f, 

and sckliesst 

0 « 6.8C^^*-6.6Cif^+(16+*i)Ci,^,~{2.S+*0Cif^i-»(a+2)«„ 

0 = 2.4C.^^-1.2a#.-i+i^<;f,. 
Die ersten a von diesen 0+8 Glelckaagen dienen dasa alle g dnrdi aw 
aadrOdten, wodarck sie rational In kt and kt werden; die beiden lelslatt 

fefcea schliesslich zwei Gleichungen awischen k, und ft,, denen diese genOgen 
mQssen, und aus denen sie ta ermilleln sind. Die penBuere Erforschung 
dieser Gleichiinf,'en, deren Grad nach k, und Ä, mon leichl eritennl, und welche 
man «Is Dcterniinanlen resp. der ersten oder letzten a-f-1 Gleichungen schreiben 
luinn. maus späteren Untersuchungen ühcrlassen bleiben, die dann auch erst 
die Ansakl der PancltoBen der betreffenden Ordnug fiBr Jedes n. ergeben 
werden. 
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VoB ifteMleren FnctkHieii dendben Ordnoiif ttgUAM Ut J«lil dit» 
Jflaigm die HwiptroUe^ fn weldiea dfe CoostanlMi ß, de. eininder glM 
werden; es rind diel ^ KageUnelioBeD höherer Ordraag, eiif die an M im 

Eatwickelungen kommt, auf welche am Schlüsse der Einleitung hingewieien 
wnrde. Nach den dortigen Andeutungen wird man ihre DiiTereuUalgleichangen 
leicht aufstellen können, von denen man auch ohne Schwierigkeit vermittelst 
geschlossener Reihen je ein Integral findet. \\ enn nicht dieser Gegenstand 
von Anderen weiter verfolgt wird, so denke ich später meine bisherigen L'n- 
t«riiidnnf«a Iber dteietten weäer ausuftkiirenf und sie dann mllxuÜieUen. 
Es scheint mir «hrifens mAgiii^ ans der AniaU dieser speeidlen FnueUottm 
rtense SeUflsse Ober die Annhl der aU^veinen in der gMehcn Klasse sn 
sieben, wie es flta* die Functionen aweller Ordnung Hb. f. 83, p. 317 gesebab. 

Fflr den spedeUen Fall a = ~ß, gehen die Gleichungen, 

welche tur Besiimmang der g dienen, in ^, = ^, = etc. — 0 und in einrache 
zwischen y,, elc über. Letztere sind dieselben, welche III, §. 2 zwischen 
y„, g,, etc. slatlfmden, wenn man dort o für n schreibt. Unser E hl dann 
also im Wesenüicben eine Fuaction xweiter Ordnung, was mau schon von vorn 
heidn bitle etasehea btaMB. 

Die Tsradiiedenen Klassen d«r S dritter Ordmu^ VBlersdkeidet man 
wieder naeb ibten Imdlonaliliten; aerflbllt »an ifr(x) nf beliebige Art in 
nwd Fnekvtn, die gnnne Punotfonen von x rind, yrt(m) vnd so liaben 
^ alle diePerM TOn Prodacteo ytif^).O(x)^ wo G(x) eine ganze Functi<ni' 
▼OD X I>es«ichBet, die nicht mit yf{x) zugleich vertchwtndel. Das Letztere 
folßt sogleich aus der Differentialgleichaag (1.), ebenso wie der Ähnliche Sein 
üb. $.87, p. 229 bewiesen wurde. 

Um nun E mit F in Verbindung zu bringen, wendet man das Ver- 
fahren m, f. 4 an. Durch EinlUining der Grosse 

rr _ W 

eriHit Man snnlehst dne CH^ehnng ans (1.)« welche die in I. geforderle Form 
besitsi, slse nach der dortigen Metbode inlegrlrt werden bann. War s. B. 
B eine ganze Function von x, also u grade und E von der ersten Klasse, 
ao wird (I,f.3.,(a.)) 
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istf nndi wenn C«^ C,« C« iridit die Werll« haben, die m Adfeafe dleies 
Abcdurittes dorch den* Buchilebea C beieicknet worden, Mmdern die Deter- 
nlnmlen sind 

C^^iVcl-rl^;, Ci^cSlii-^cS, Ci«i8cJ-iäiS, 

wo roen geseilt liat 

Es lisA sieh dann (2.) nndi in die Form nrnnuMoilehen 

wrnn imch a^, «i resp. in den Grenzen a nnd ß nnd ^ und d in^ 

tegrirt wird. 

Die C spielen nun dieselbe Rolie wie die c und (£ in IIL, so dass ge> 
wisse Verbindungen iderselben (m. vergl. III, §. 5, (o.)) Torsdiwinden nflssra. 
Es ist daher kein äimerlidter Ziiummeiikang, dass der Factor nnlnr dem In- 
legrale 

9 « (»a-aJ(a,--a„)(».-»i)fi-(a«)Ä'(»,)£*(aO 
derselbe ist, welcher bei der Coefficienlcnbeslimmung in Reihen benntst wird, 
die nach Producten aus drei E dritter Ordnung fortschreiten. Soll eine 
Function ip^z,,, 3j,s,) in eine solche Reihe entwickelt werden, so kommt e« 
auf das iulegral 

ebenso an. \\k' auf das entsprechende bei Reihen, die nach Lomeschen Pro- 
ducten forfschrrilen. 

Die Diiräleilung der E dritter und höherer Ordnung durch einen viel- 
fachmi DUrerenlidqnoÜenien gestallet sich hier gani ihnlieli wie an dar firtberen 
Sielte m, $. 6 das Enlq»recliende fUlr die xweite Ordnmg. 

Ans (2.) leitet man endlieh ab, dass -^M- der Rest ist, (aleo der 

rih il. welcher nur negative Potenzen von x enlhfllt), der bei der HulUplicalion 

vuü E'{x) mit 
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«BMefct, oder, wl« Mi sieh dam lielunndieh ndi nfdrfteken knm, bei 4er 
Mdlifliealleii von mU einem ellipfifckeii btegrale der Fem 

tiier deeees Ketteiibn»heitwMketiMif imd deren Zueamettliiiiy idl £ md F 



fiek fwi iimUdw SohMiee meken leseen, wie im m. 

Um die Formel III, (5*.) auf unseren Fall so übertragen hat man nur 
fBr R die eben erwAhnten Integrale su setzen, fflr ^'(jp) seinen Wertli in 
diesem Abschnitte, und endlich G'(x) gleich der Summe 

Es wird OberflOssig sein, noch etwas Weiteres über die Functionen 
höherer Ordnungen und die damit zusammenbAugenden Kettenbrucheatwickelnn- 

gen der Abelschen Integrale binzuzufügeu. 

Halle, im September 1861. 
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Snr la transformation du troisieine ordre des fonctions 
elliptiqaesy extrait d'une lettre de M. Hermite 

Töditeur. 



.... M VW fonne Uqmdratiqae «t mb covirifat im 4^ d«fr6 
k Mvoir 

/ = 005* + 46x> -h ßcx'y' + + ay , 

E» posanl suivant Tosage 

/ = o«'- 466+ 3c' 

J =^ aea'+ 2beb'- ab'' - aV - e» 
je conaidere ces deux covarianls qui sunt cncure du 4"*^ degre: 

Ig~Jf el Ig + SJf 

«i fui conduisenl ä la relalion rcmarquable que voici. 

Nommons F el G ce que devienuenl f g qnand ob y renplace tc 
et g par -i"^ et i-^, oa aura 

IG-JF = 9\Ig-\SJn. 
II en r^sulle d'aprcs le principe algebrique do Jacobi pour la transformation 
des foDclions cUipti^es qu en supposaut g = i et x seule variable et faiaant 
ponr abreger 

Jix) = Ig^ Jf, 
= Ig^ZJf, 

OB MTB 



B ^taat Ue a jb par celte relatioa du troisieme degre: 



te*-i-3cac'-{-36'g-i-o' 



•I If d^fligBBBt BB« conalBBte. C*efl imB Ib IransfonBBÜon dB S'*** ordre qni 
s*oftt oonme eoiu^qnence de 1« Ihdorie algebriqve des foraes biqBBd 

Paris, wai 1861. 
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Zerlegung der Bedingung för die Gieiehheit der 
Haupiaxen eines auf einer Oberflftebe zweiter Ord- 
nung liegenden Kegelschnittes in die Summe 

von Quadraten. 

(Ton Herrn Otto Heut zu Heidelberg.) 



BMtinmung der H««ptazen dnes durch seine Gleichang in der 
Ebene gegebenen Kegelschnittes hängt von einer qnadretisolien Gleichung ab. 
Das Ousf^rat <^er Differenz der Wurzeln der Gleichung^ ausgedrückt durch die 
CoefTicienten in der gegebenen Kegelschnitlsgleichung, Idsst sich bekanntlich 
in die Summe von zwei Quadraten zerlegen, die einzeln verschwinden, wenn 
der Kegelschnitt ein Kreis wird. Ist der Kegelschnitt im Räume gegeben als 
ier Sdndtt eiiier gegebenes Obeiliebe iweiler Ordnung nnd einer gegebenen 
Bbene, m wird der Anidniek Air das Qnedmt der Differeni der Windn 
der qndratisdieii Crieicknnf , welche «He Hauptazeii des Kegelieluiittes be-> 
•UmBt, 80 compUeirl, dem eine direkte Zerlegung des Ausdruckes in die 
Summe von Quadraten unausfahrbar wird. Eine Zerlegoag jenes Ausdruckes 
in die Summe von zwei Quadraten ist vielleicht ganz unmöglich. Aber sie 
ist möglich und ausfahrbar, wenn man statt 2 Quadrate 10, 7, 6 oder 5 
gelten lässt. Diese Zerlegung bildet den Gegenstand der folgenden Aus- 
einandersetzung. 

Des Problem der Haa|it«xen eines Kegelschnittes, der ab der Sebnitt einor 
Oborflldio Bweiter Ordnung f(w,f,a,)ssO nnd einer Ebene «tp+iy+es^tf »0 
gogeken ist, lissl sidi, wenn man anniaiBt, dass 

(1.) 9(«,f,») « owe*+#af*+«b»'+aihif»+a*(i»«+2ebi«f 

dk» Bunne der 61loder a** Ordnung in der Oloickang f(», f , s) ss 0 der ge- 
gebenen Okerliekd aweiter Ordnang sei, and dass awisehen dm Coeffieienlen 
fl» 6, e in der Gleiehnng der Bkeno die Relation bestehe: 

(2.) = 1, 

rein algebraiseh so anülMseii^; 

*) Siebe Vorlesuagea ttber aaalytiscbe Geometrie d«e BaaaMfe ««■ 0. Mut*, 

1861, pag.m 

JeuMl rar Metkaaullk na. LZ. Hell4. 89 
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M€tt», Mir AreHbeaUmmmg euuM KegebehmUti im Rmmie. 



(«.) 



üie StMUMonen au beiHmmm: 

(3.) y « 6X+6'F+Pa, 

(4.) « jr'+ r+z», 

(5.) = a,jr»+i,ir«+ji,z»-2/yjr-2;t''zjr 

w MMiMtoi Qleiehmtgen maekem. 
Es nhrt dieses Problem tnf die in l foadratiielw Gleichmif : 

«II» «tt A 

o» •» — A c 

0 b e 0 

deren Wimeln eben jene Coefficienlen Ii nnd It von 1^ und ^ in (5.) sind. 
Dieses vomsfeMlit, bendeft es ddi nm dsran, das Ov>drat der 

Differenz (Jlj- >.,) durch die Coeflicienlen in der ffeg^obenen Function <f[x,y,») 
und durch die gegebenen Coefficienlen a, 6, c in der Gleichung der Ebene 
euflsudrücken und diesen Ausdruck als die Summe von 0'"*draten darzustellen. 

Zu dicMin Zweikc liiirereiilürcn \\\v die durch die Subslilulionen (3.) 
idenlisciieu (ikirlnintren 4.) und [b.) parlicü nach A, wodurch wir erhallen: 
(7.) (IT • Oy f CS X. 

(8.) ] v»-.r ; i<r'(6\t/^ 4 V"' KX-u'Y -""Z. 

Wir hringen ferner einen Delorminanlen - Salz, dieses Journai Bd. 2)2, 
p. 341, in Erinnerung, dem wir folgende Fassung geben: 

Wenn n gegebene Functionen ton eben so vielen Yariabeln durch 
irgemd itelche SubiHhUkme» wm emer gleichem Zahl mmt Variabelm 
hm^irmiii werden, $9 M iat Pf^dmet der Determimmle der fcyefteaen 
Fmmefiomeu mmd der Delermmmiie der SubaHtutionem glekk der Deler- 
mimamte der tramsformirten Functionen. 

In dem vorliegenden Falle , der Substitutionen (3/). welche die Glei« 
chung (4.) zu einer identischen Gleichung niochen, ist die Delerminanle der 
Subittilutlon gleich +1 oder gleich —1. Wir liOnnen aber annehmen, sie sei 

*) L. e. p.3Sl. 
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gleich +1. Denn im eotgegengeMtxten Falle braucht man nur die Vorieichen 
lAmmtlidier SnbitilutioiisoodBcieBteB in die enlgegengesetaten in Terindeni. 
Man hat dalier den Sali: 

Wemt 3 gB^kme V^m^kmm det YrntkAeln m, ff, « dbvA dSa Sub- 

tUtutionem (3.), trelche die Gleichung (4.) su einer identutchm QMekmg 
machem, Irwuformirt werden, so ist die Detennittante der gegebeiim 
Functionen gleich der Determinanle der transformirlen Functionen. 
Nach diesem Satze wird die durch 4 dividirte Determinante A der 
drei Fuiiclionen (7.), (^4.), (5.): 

o b e 
*9'(f) 



(9.) A = 



oder: 



und entwickelt: 



1 0 0 

X Y Z 

X^X-fA'Y-ii,'*Z liY-piX X,Z-f^X 



(10.) A '-- (ij-i,)yz+(,"'z-,a"y)x 



(11.) 



oder: 



und enlwielMlt: 





a b 


e 


V = 


« 9 


B 










1 0 0 




V = 


X Y Z 






1^ -/t' -u" 




(12.> 


V = u'Z-a'T. 



»ultiplicirt man diese tileicbang mit X und sieht aie von (10.) ab, so er- 
halt man: 

(13.) A-VX « (*,-*,) YZ, 
eine Gleichung, wdche nnf ihrer rediten Seile nnr dw Prodnd der Variabeim 
rz ndt de« Fnetor kt-li enthül, wihrend die linite Seile eine dvch (9.)« 

(lt.) und (7.) gegebene Function der Variabein x, y, % nX. 

Diese Gleichung, gleich wie die folgende, welche durch Mnitipüoation 
mit A aus ihr hervorgeht: 

(14.) AX-VX' = {U-l,)XYZ, 
ist eine durch die Substitutionen (3.) des Problems identische Gleichung. 
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Dte DiffereBliRlioB der dnrcfa die SobrtitotioBeB (8.) idenUselien GM- 
cbDiig (4.) naeh X, Z, oder die Auflösung der SabstKatioBeB, velehe die 
Gleichunf (4.) lu einer identtsehea maohen, giebt: 

ix — ax +6y +c», 
y = a'ar 

Wenn wir dw Product dieser an^fleten Substitutionen, wddie die Glel- 
ebnag (4.) su einer identischen machen, entMrickeln wie folgt: 

(16.) XY'l - i£->l..,..^xVa''', 
•0 bnben wir iwiscben den Entwickelungscocfficienlen die GleidniBgeB: 

^ i -f-(^,«-^.c«l'4-(.i,»-^M«)'+M...-v4«.)'"). 

Entwickeln wir aber auch den linken Theil der Gleichung (14.), der 
eine rationale Function ist der Coeffirientcn in dem Aasdracke 9(x,y,e) und 
der Coefficienten o, h, c, indem wir setzen: 

(19.) AX-V.Y' - 2fa„,,,„xV»% 
SO ergiei)t sich durch Snhslilution von (16.} und (19.) in (14.) and Vergici- 
cbung der beiden Seileu der letzten Gleichung: 

(80.) A^^u, « -^^^ 

Snbslitairt mu diese Werlhe in (17.) xaA (18.), so erliill mm die 
gesuchte Zeriegong des Quadrates der Oiffefent it*— 1| in die SiMine 10 
Quadraten: 

(81) 4(*»~*»)' = 6{<^»+«S»+aio}+«?ii 

f +2|o|^ + oJo,+aäij4-«u«i+«igi + <«wa| 

and iu die Summe von 7 Quadraten: 

(88) {(^~*«^' = 15{o;..+ai., + a,%}+aI„ 

\ 4-(aii..-Oho}'+(aün-ajio)' + (Ox>i-a«i)'- 

Um die dritte Zerlegung des Quadrates der Differenz in die Summe 
von 6 oder 5 Quadraten vonobereilen, werden wir die Gleichung (17.) ans 

•) L. 0. p.8l6. 
L. e. p.tl7. 
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einem neuen Gesicbtspankte beweisen *) und daraus eine «weite, dem Zw«d» 
dtenileiie^ analoge Gleicbmg mtwickein. 

Die Tranafonnation tiner gegebenen homogenen Fnnell«Mi: 
(88.) SE^a^^X'^Y''SSr* 
der drei Varinbela Y, Z von der Ordnmig, also in der Voranasetenng 
aii+«4+as = m, durch irgend wolcho lineare Subslitntfonen (8.) ISsst sich 
ausfuhren wie die Transformation einer linearen homogenen Function durch 
ebenfalls lineare Substitutionen , deren Anzaiü ai>er gleich ist der Zaiii p der 
F&lle, in welchen a„-^a^-\-a. ^ m ist. 

Um letztere darzustellen, bilden wir dasProducl JC''*]r'''Z°' durch die 
Substitutionen (3.): 

(24.) JT'^i^z*» = 

indem wir mit ft„, /ii, ßj in der Summe alle Zahlen 0, 1 . . . m bezeichnen, 
deren Summe gleich m ItL 

Diese Gleichung (24.) stellt ein ganxes System von p ffleiehnngoi dar, 
da in ihr «Vi, «t, irgend weleheZahlan Q, 1 ... «i liedenten, derenSumme 
l^eidi m ist. Diesee Syston (24.) Ton p Gleidlmgen ist eil ttneeres, wenn 
fltaB in ihm die p Fh>duote «^^'s^, da die Unbehannleii und die p Ftadncte 
Jt^by^iZ^ als irgend weide gegebene Grössen belraehtel; and die Zahl der 
Gleichnngen ist gerade gleich der Zahl der Unbekannten. 

Betrachtet man daher die p Prodncte X'''Y"'Z'^ als TOn einander un- 
abhAngi^e Variable und die p Producle x^-y^'s^' ebenfalls als von einander 
unabhängige Varinbio, su stellt das System Gleichungen (24.) lineare Sub- 
stitutionen dar, deren Anzahl gleich p ist. 

Mulliplioirt man nun die Gleicliuiig [24.) mit Ea^a^a, und nimmt die 
Summe aller p Gleichungen, so erhalt man, wenu man den rechten Theil der 
Gleichung d« «Mbhtag^eft Tariäbeln ordnet, eine Gleidiung 

von der Fwm: 

(25.) SEm,u,mX'*Y^P* = :S-c^...«,a^»y«.»«., 
nlnlieh die Tnuferaudioa der gegebenen Function (23.) der Ordmug 
durch die Substitutionen (8.). 

Da diese Gleichung ebie Folge ist der p Ifaiearea Substilutionen (24.), 
aowirdmminihrftrdie^ VuriabelB X'*Y'*zr» Irgend welche Warthe 

*) Der Beweis iat aus eiaer brIefUcbwi Mittheüang des Prof. CUbtek genommen. 
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Bm^,m, aelMD kftmien, wem mm glaiclueitig Hr p udtrm VariaUn 
fl^lf«!»"^ diejenigeii Werthe 6^«,«, teilt, walcie jenm durch die p lioeeran 

Slibstiluiionen (24.) entsprechen. Man wird dadurch aus (25.) immer eine 
richtige Gleicbuiiy erhallen. Wir drflcken dieie BemeriMUigen als Sats ans 

wie folgt: 

Wenn die Uneurt'ii Si/hsli/ufioi/en : 3.J die Gleichung (25.) 5« einer iden- 
tischen Gleichuuii nidchcn . so ist es erlavhl in ihr »taU der Praducte 
X'''V"'Z''' irgend welche W'erlhe z,it selten, tcenn man gletch- 

»eilig für «"«{fis diejenigen ]\ trihe ^«.n,«, lelit, weieke jenem m dem 
Haeare» Speleme (24.) von p OMdimnffe» mUtfn-ecken. 
Wir werden fortan annehmeD, dass die Sobstitalionen (3.) orthogonale 

seien, welche also die Gleidm^ (4.) su einer idenlisehen machen. Alsdann 

sind nach folgende orthogonale Sniistitationen: 

f ^, s= aar, 
(26.) y , « +ft'f, +«•»•, 
1 Z. = 

und man hat die durch die orthogonalen Snhsliinlionen (3.) und (26.) identisdie 
Gleichung: 

(27.) XX,+ 1T.+JKZ. = a«P.+|f.+»», 
gleich wie die folgende: 

(28.) (xar,+yy,+2z,r = («r»+w,+»»,r- 

Entwickefai wir diese Gleichung nach dem polynomischen Lehrsatse, indem 
wir setien 

m\ KA"») ^ 12...«., 

und lassen den allen Gliedern der Enlwickelung gemeinsameo Factor fl(jn) 
fort, so erhallen wir: 

(30.) ^TT-^— x•^y••z■•.Jl^^y^z^ = s-jA-x'^p'»»'^,»^^*»:: 

Denken wfar uns in dieser Gleichung Ar A«, 7,, Z, die Werthe (26.) 
geseUt, so wird sie, wie (25.), eine durch die Snhstitntionen (3.) identische 
Gletchmg und erfUlt die Bedingungen des angegebenen Sattes. Man hat 
daher: 
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Es tot diMes wieder eise dordi die SsbitflntioBen (26.) fdentiache Gleiehang, 
in welcher die CoeffideBteii ft«,«,«, doroh die CoefBcieiileii jB*«,«,«, bedingt 
sind. Die crsteren 6,^«^m^ kann man daher dnrdi die anderen A^«,«^ entweder 

durch die Entwickelung von (31.) bestimmen oder durch AnUewig der 
linearen Gleichungen (24.)> Hiemadi hat man den Salz: 

Wem eine gegeben homogene F^iulUm: X>YT*2!i* der 

mf" Mm m g AmA Oe ortiogonaieit AMteMMe» (26.) Inmtfwmirt 

im: ^.^:2»fi.a:;' y«.,^., «o genügen 4h Weiihe X*-Y'*Z^ B„ „ „ 

und «"»jr"!»«! - ft„ n,.<, dep p linearen Gtrirhungrn '24.). 

Die Gleichung ^31.) erfülll durch di.- Subslitutionen (26.) die Be- 
dingungen des ersten Salzes. Wendel man diesen Satz auf die genannte 
Gleidiung an, so ergiebt rieh darans folgender Sals: 

Wtm die orthogonalen SMiMimien (26.) die Gleiciiutuj (31.)^ in 
leefeAer 4er Unke TheU irgend eine gegebene homogene F^netion der 
•»"" Ordnmg itt, am einer idenütchen madien, §o hat 



(32.) ^ i^-^^Äi^.. 

Wir werden zwei specielle Falle hervorheben. Wir werden erstens 
annehmen, dass m ^ 3 sei und diiss alle J?„„«,„, =- 0 seien mit Ausnahme des 
einen Bm^i. Unter dieser .Annalune wird die Gleichung (31.J: 

(33.) XYZ = ^'iii:i2£.x^««.,«. 

ottd man hat nach dem letalen Sotse: 

(34,) 1 = s^''"^ . 

Setsen wir aber, nm von uuerer fHiberen Beseidmnng Gebrauch an machen: 

(35.) 6^^^ = C^m,u,A^m,a,^ 

indem wir die durch die Sobstitnlloaen (3.) identische Gleiohnng (33.) also 
darstellen: 

(36.) XYZ = ^A^^m,a^g<^n'», 
so geht die Gleichung (34.) aber in: 

(37.) 1 « 

woraus duroh Entwiekelnnf die Gleichung (17.) hervorgehl. 

Wenn wir •weilensflis2 seUen nnd alle verschwinden lassen 

mit Ausnahme von i^., welches gleleh 1 sei, so erhalten wir ans (31.): 
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(38.1 YZ - v^.^SaÄ.«n,«i^ti^, 
md hi«niii8 naeli dem leizten Satze: 

(39.) 1 » 

Setsen wir endKch, am dictaUM Beieiehttmy m gdmndten: 

(40.) bm,a,a, = C^m,Am,m,m,^ 

10 fehen (38.) nad (39.) aber in: 

(41.) YZ = 

(42.) 1 ~ ^Ca,u,a,Ai^a,a,^ 

von welchen Gleichungen die letzte entwickelt giebt: 

(43.) 1 « 2(^Li+^+^i«J-r-lon-r^iu + ^l«.. 
Zviadm dm Sabitiliilktiis-CoefBciMtea hal mii die GMchmg: 
t^^-^b'b"-{-tfi^ •'O, welche aach der einfefillirlea Beseleluiiuig sieh so 
dorsleUt: 

Es ist daher: 
Worms hervorgeht: 

■^v¥('^w-~'AmT 2-Äu+2iio«. 

Zieht flim diese Gleichung von (43.) nh. so erhAlt man: 

(44.) 1 3/iJ„-f(^.^,-~-.i..)'-F^i'-u + .4?o. + /l?,c. 
Eotwickeln wir nun den linken Theil der Gleichnng (13.), indem wir setsen: 
(45.) A— VA' = 2:aa,a n x*.y«.»«., 
so ergiebt sich durch Vergleichung der durch die Substitutionen (3.) identischen 
Gleichungen (13.) und (41.): 

(46.) ^„^„,.,, = 
wodurch (43.) und (44.) äbergchen in: 

(47.) [i,,-l,y = 2(aJ,„+a?«,.+<4,) + a2., + al.„+a»,„ 
(48.) = 3aJ.„+ («,„,- ao«)'+a2u + fl'a + a;„. 

Dieses sind die gesuchten Zerlegungen des Quadrates der Differeu {la-^^t) 
in die Summe von 6 oder 5 Quadraten. 

Heidelberg, 1862. 
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- Sur les surfaces gauches du froisi^me degre. 

(Par M. L. Cremona ä, Bologne.) 



I. 

ne surfacft gauche du 3' (legre contient loujours une droit« 
double et, en gencral, une aiitre directrice rectiligne non double. C'csl-a-dire, 
la surface, dont ii s'agit, peul, en gencral, elre consideree comme lieu d'une 
drailft moUle qui s appoie rar me oonique plane «t nur dnnc Mtof , dont 
Time (b droite dodUe) ait im point comanui wee la eoaique. 

Hais Aya ime rarfoce ganche partfcdttra (du 8* degrt), dana la- . 
qadle las deax direclrices recUlignes oolacident. M. Coyley a eu la bonU 
de me communiqucr la ddeoaveHe de oe caa singulier. Dans sa lettre da 
12 juin 186! I'illustrn gcometre donae, ponr cetle saiface particaUere, la 
conslrucUon geonn^lritiiie qui suil: 

„Prenons uuu cuurbc cuhique plane avec uii point double; mcnons par 
^cc point une droite quelconque el supposons que les plans A, B , C, . . . 
j^n^B par eette droite oorrespondenl anharmoniqHeHient aax points a, b, e, ... 

la aidme droite; alors, ai par vd point ai quelconque de la droite on mene 
^daaa le plan eorreapondant M nne droite qnl renomtre la eonrbe eaUqnei 
„1e lieii do cette droite sera la surface gaucbe da 3* Ofdro....*' 

Dans ce petit travail, j'ai rintenlion de deduire cette surface partteoll^ 
de la theorie generale qae J'ai exposee dans mon memoire ^uUe »wpei ß de 
gobbe del teri ordine^ *). 

2. On doit a M. Satmou**) une proposition tres-importanle, qui est 
foadamentale dans la theorie des surfaces reglees. Cette proposition repond 
i la qneslion: „Qoel est Tordre de la anrfaee engendrde par me drdte mobOe 
qui s*appnie aar tnis direelrioes donn^7* C*eit-i-dire: an comUen da 
poiati eette tnrCice est -eile percda par vae droite ariiitraire Jl? Seit ai, mf, 
ffS* las ordres des lignes direclrices donnees. La rpiesUon reviottt ä chercher 
la nombre des poliils oii la courbe (m) rencontre la surface gaache dont les 
direclrices soicnt les courbes (m'), (m") et la droite R. Ce ttonbre sera le 
produit de m par Tordre de cette derniere surface. 

•) Alti del R. Institute Lombardo, vol. II, 18C1. 
**) Cambridge and Dublin Matbematical Journal, vol. VIII, 1853. 

Jo«d nb Mitliinrilr M. tJL HMk4. ^ 
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PareUlemeiil, Tordre de eette mirfoee sera le |»rodait de ••' per rorira 
d*iiiie f nfeee gnch«, dont let direetrie«« feien! («»"), Jl et we MdM droite 

Jf. Et de möoM rordre de cette uooTelle svrface sera egal an prodait de m" 
per Tordre d'une surFace gauche qui ait ponr directrices trois droites R, R', R". 

Donc, fordre de la surface dont les directrices sont les lignes (m), 
(«'), (»") est, en general, 2mm' m". 

Je dis en general, car ce nouibre s'abaisse, lorsque les directrices out 
des poiBts conunitts, deoz ft deux. Si, per exemple, let eovrbes (m'), (m") 
ont r pefnti ooBirau, h nirfiice dent les dlieebrlees soiit (mf*)^ R, IV esl 
reneonMe per ]e ooerte (m'} en 2m'm"—r entres pelnts, sedeeieiit; et per 
cons^qaent, Tordre de 1« serbee denendde sera 2mm'm"—rm. Si, ortre eds, 
la courbe (m) a r' pointa communs avec la courbe (m") et r" poinls communa evee 
(•■'), Tordre de le snrfece reglee, donl les directrices sont (m), (ei'), sere 

2mm'm" — rm - r'm' — r"m". 

Od pcut regarder tout point p de la courbe (m) comme sonimet d'an 
cöne pasaant par la courbe (m') et d'un autre cöne qui ait pour directrioe la 
Ugfoe {m"). Les fifnl* droites conmimes k ces cdnes sont des gändretriees 
de le snrfaee dent U s*sgit, et sont los sedes pessent per p, ]>onc poor 
eetle snrfeee, les directrices (»), («i')» {wT) sont des lignes nmlliples et lear 
nnUiplicIl^ s'dldve svx degr^s mV^ m"m, mmf respectivement. 

Lorsque les directrices onl, deux e deix, r, r', ^ poittts commone, 
ces degres de mnUipUcit^ devicnneni 

m'm"— r , m m — r, mm'— r". 
Mais, si Ton a m" — 1, c'esl-a-dire, que l'une des directrices est une droile /{^ 
et si Ton prend un point p de cetle droite comme sommet de deux cöoes 
passant par Iss conrbes (m), (m') respecti?ement, cetle droite est nne g^ 
■dretriee ainltiple, dont le nnhipUeitd est dv degrd ponr le premier cdne 
et da degrd r ponr Tentre; donc le mnltfplidle de R povr la surlioe gandie 

est do degrd mm^-^t^-n'* 

3. En vertu de ces principes generaux, si les directrices sont doiix 
coniqucH C, C et nne droile D, ayant. deux a deux, un point commun, la 
%iirfsirf jjniiche esl du 3' dcgr^; D est la droile duuble; C, C sonl des 
Itgaei himplßs. Toute surface gauche cubique admel cetle generation, saroir: 

IJne turface gauche ^piefeonfue d» degri peut dfre eNt^eedii^e par 
MM droite nuAUe qm i'appuie tur troie «KreelHee», me inUe sl dnm ceeipncs. 
0leia, dmt ä dem, m poM eommm. 
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En g^eneral, en chaque point p de la droite double D se croiseot 
deuc gdmen^cei, dont 1« pitn toiirae mlonr d*iine droile fix« qai est la 
deuzierae diradriee raettUgne (oon donbla). Gas deox gdadratricet« arac la 
droite dotUe, ddlanniiaMt deax plana qiri sont tangana a la rarfaoa an p. 

il y a, sur la droita D, danz points (rSels ou Imaginaires) qa*oii peat 
BODmer etupidaux: en chacun de cos pointe il y a un seul plan tan^ent et 
me seule gencrafricc ; et le lonir de ccs dcux generalrices parliruliöres. la 
aurface est touchee par doiix pians fjni passont par la deuxieme dirccliice E. 

Oa a douc qualre piatis luiigcns, essenlieliement distincb do tous les 
autrai, aavdr, lea daoz piaan tangeos aux points cuspidanx, et les plans 
tangana le long d«i göndralrioaa oorraspondaolea amc pointa cuspidaiiz. Cea . 
j^ana aont loaa rM» on tova imaginairea enaenltle; et n Ton nfporla la 
iOffliMa an tdtniddre fonn^ par eux, on a reqnatton tria-ainpla: 

«'a— »'y = 0. 

4. Dans le cas singiJier, Signale par M. Cayletf , les droiles D, E 
coincidenl en une sciilo. D, et les quatre plans dont il a ele qucstion ci- 
dessus sc reduisenl a un plan uniqiie. Pour oblenir celte surfuce parliculiere, 
il suffil de supposer que les cüuiques C, C soienl toachecs par uu m^me 
plan n, passanl par D. Dana ee eas, les deox cdnea ayant ponr basea let 
cottrbes C, C et ponr aonunei oommim nn point quelconquo p de JD, se 
tonehut «itr*eiiz le long de la droite D; done, Tone dea deax gdadralricei 
de la aarflMe gancba, qnl, dana le eas gdndral, se croisent ea p, t» oonfond 
ftctuelleineBt anree D; Taulre senlc est differente de D. De möme, Tun dae 
deux plans qni, en venera!, ;;ont (angens a la surface en p coincide dans ce 
cas avec n, queique soll p. El il y u un seul point (cuspidal) ie D , oii 
les generalrices colncident toales deux avec D, et les deux plans tangens 
ooincident aveo n, 

Ott obtteal «18*1 d*ane antra maniere ce oas ilngnlier. Dana omni 
ndmoire „Skar qimiqiiet proprium det eomrhe* §amän» de breklime ordre et 
chme^ (ton. 58 de ce Journal), J*d ddnonlrd qna, sl Ton donne deox aeriea 
projeetives de points sur une droilo E et sur une coniqne C, non sitndea 
dans un m^me plan, les droites qui joignenl les couples de poinls homologoes 
fortnent uuc surraoe cuhique. doni la droilf double est une droite D appiiyee 
en un poinl sur la coniquc C, et la douxicmc direclrice reclilignc csl K. 
Mais si la droite donnce E est oUe-m^me appuyec en un poinl sur la co- 
niqne C, on a precis^ment la surface de X. Ckuftey. C'est-ä-dire, que i'on 

40» 
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fni ctmMitw oalle fnfie» emmia Um det droiles qui jofgnant les pofatft 
«timtforndMäi i» denx »Mu |ir<i!|«ctiT«« 4oitt^, Tum sar «w draüe 
l*tu(ro sur une conique C appuyee ea nn poiit a «or la droite D. 

8\ Von considere oe point a comme npparlenant ä Z) et qae Tob 

d^siifnc pur n son honiologao en C, la droite aa est une pencralrice de la 
»urfuce. Kl si Ton designo par o' ce möme point « considere comnie ap- 
parleuant a son bomologue o sur /> sera le point cuspidul, savoir le point 
o4i la g^n^rttrice eolnoide avec D. 

5. An moyen da principe de dmdltd, ob ooMlnt de cc qui precdde, 
d*mtres moyeiu d*eiigeiidrar la eurfaee dem bobs bobs ooeapoBs. 

CoBoevoBf deax cdaai da 2' deg^i toachda par bb mdaia plaa dmud 
et pnr une mdme droite donn^e E. Qu'nne droite mobile renconlre toi^oara 
Celle droite E et so nielnlionnc tang^ente nux deux cönes, eile engendrera une 
surfaco urauclie cuhique, doiit E «-st, en g^eneral. la directrice non double; 
cVsl-H-dire que loul plan niene pnr E coupe la surfaco äuivanl deux ge- 
nerutriccü qui su croiseui sur une droilo fixe (la druiie double). — Si la 
droite doaato loielo dam bb Mm poial loa deax oAnes, les ifaidtaa E 
ootnaldoBt, et ob a la sarboe partfeafiero da M. Gof 

CoBoaroBa ob aeeoad Hob bbo droite D et bb edae de 3^ degrd; loa 
idaas ntnis par D oorreapoBdeal anharmoidqaaBieiil aax plaas tangoBS da 
odaa. Lea drottot, saivaBt laaqBeilea a^eBtreconpent les plans horaologues 

foraienl une surface gaucbe oubiquo. qui a pour droite double la droite donnee, 
viais qui, en gcneral, admet une aulre directrice reclilig:ne. Celle surface se 
reduit ä celle de M. Caglen, lorsque la droite ü est tangente au cöne donne. 

u. 

8. Je aalsia eetio oeoaiiOB poar tooBeer quelqaes propridlda de la 
aarfiraa faaalM gdadrale da 8* dafid: praprietca ^ aa ae aaaMaBl. paa dd- 

poarrues d*ialdrdL 

Soit M ua poiot qaekoB^e de la surface gaadM cnbigae et m' 

le pOle de la gen^ralrice passaat par m. relniif ä la conique. «uivanl laqiiplle 
la surface est coupee par le plan tanironl t ii m. J'ai demontre dans üion 
Biemotre dejä cite *) que, si m parcourl la surface le pole corre:>poa<lant 
m' decrit une aatre sarface gaucbe cnbiqae J^', el les deux surfaces JS* 
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ont celte propriete le tetraedre fondaaeilid d«it Ü u M qiiesüon k 1« 
in da ii*.8 Irar esl comirai. 

(Dans la mrfooe ganek« colnqne partiooliere fii a üb aeale dlraetrioa 
ractiligBe, ai m paroovt ime gdniralrioe, le pdio m* dteril an« droil« ^ 

passe toujours par le point cuspidal et est siUiee dAW !• plan tangent k la 
sarface le long de la droUe double. Donc. dans ce cas. ce plan considerö 
corome Tassemblage de droiles, en nombre iniui^ menees par le point coapidal, 
est le lieu complet des pöles m'). 

On peut aussi oblenir la surface ^' de cette autre maniere. Soll Jf 
an plan tangent quelconque da h aorftna dort* SE, et M' le plan polair» 
de le ftedfetike eontame en M, relatif ea etee da 9* degri dreomcrit i 
et «yant peur semnet le point de conlact dn ^an Jf. fli ee ^an gUne 
rar la aorfoce renveloi^ du plan Jf' est la snifMe ^ 

Un plan arbitraire P oonpe la mÜMe X mivant une cotirbe du 3* ordre 
et de la 4* classe. Les poles correspohdans anx points de rette oourbe se 
trouvenl dans une autre courbe plane de ni6rae ordre et classe, qui esl Tin- 
terseclion de la surface avec un cerlain plan P'. En variant simultonement, 
les plaus r, F' engendrent deux Cgures homographiques, daus lesquelles la 
aarfoce JS* eorrespond k la rarbee et le idferaMra • fondamental (n°. 3) 
eoneqpond k ad-mloDe. Vold la' relatten entre den points homolognes p, p' 
de ces figum: les plana tangeu Ii S mante par p 'fonnenl na etae de 
4* ordre et 8* dasse, et les idana pdairaa eaneipnndans fornent an aalre 
eöne de mdme ordre et classe, circonscrit & JS*' et ayant son sommet en p\ 

Si le pöle m s'eloigne ä rinfini, la coniqne siluee dans le plan tangent 
en m a son cenirc sur la generatrice qui passe par ce point ; donc, par toute 
generalrice de la surface gauche cubique on peul niener un plan coupant la 
surface suivanl une conique, dont le centre seit sur la generatrice. Les plans 
des ceni<pies analognea forMeit nne ddvdoppable de 4* classe et 0* ordre, 
drconscrUe k la snriiice gandie dennde solvant tine oouie plane. Le plan 
de oette conriie de eontact est oe ^ deyient P, lorsqne f s*dlaigne k 
nnfni, dans les denz fignras liomognphi«pies mentionn^ ci-desns. 

7. Proposons nous cette question: parmi les coniqnes, en nosBlwe 
donblement inflni, suivant lesquelles la surface ganche cnbique est eonpde par 
ses plans tangens, y a-t-il des cercles? 

Toules les spheres sont coupees par Ic plan a l'infini suivnnt un mime 
cercle (imaginaire) constant; je le designerai par C,. Reciproqueiueut, loule 
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tvr&oe de ordre {»assant pur le cercle C% eet vne qpb^re. Per eonsiqiiral, 
toate eonique plane ayant denx pointB a rinfini av Cj est vne oreoitfdrence 
de eerde. 

Le plan a Tinfini coape notre aurliwe cabique gauche suivant une 
courbe Li de 3' ordre et 4* classe, ayanl un point double a Tinterseclion de 
la droite double. La courbe rencontrc le cercle imaginaire C,- en six poinls 
imaginaires silues, <leux ä deiix, sur Irois droites reelles. Soil R une de ces 
droiles; soienl ut, oj' les points (imaginaires) oü elie rcnconlrc äiraultanemenl 
Ci et Lii r le troisieme poiiil (reel) oü R conpe la cubiqao Li. La geoeratrice 
de la «arfece 2 ^ abostit en r ddlennine, ww R, un plan langent A la 
•nrfaee; ce plan eovpe ^demment S mdvant nne eoaiqne deirt lee peinta n 
l*inlini sont a, a', e'eal-a-dire, auhrant nn cercle. De mtaie penr les deuz 
antres droites analogues ä R, donc: 

PiKwi le» eMiqtie» pkme$ «ucnte» dm» «ne »mrfaee gmuke d» 3' degri, 
tf Jf • /roi» cercle». 

Ces cercles so rcduiscnl ä devx scuienienl, lorsque le plan ä Tinfini 
est iui- meine tangcnt ä ia surface, c'est-ä~dire, lorsque la surfaco a uue 
generalrice ä Tinfmi. 

8. Anire ^estlon: per nne gdn^ratriee d<nind de la snrfaee eobique gaudie 
pent-on mener nn plan fA coape la smÜM» snlvant nne hypMbole dqidlalke? 

L*hypeikoIe equUat^ esl nne coniqne doni les polnls d rinfini seilt 
ooi^ngnds harmoniques par rapport au cercle iinaginaire C,. 

Soit a le point oü la g^ndratrice donnie renconlre le plan a TüiGni. 
La queslion revienl donc ä la suivanle: Par un poinl donne a d'unc cubique L, 
mener une droito qui rtncontre /,, cl une cuniquc donnee C, en quatre points 
harmoniques. Ce probleiuo admel, comme on sail, trois Solutions; donc: 

Par toute generalrice d'une surface gauche cubique Ott peut mener trois 
plaiu qui covpmU Im «wr/aee »lunmi des hj/perbok» iqtdtttUre». 

9. Cmsiddrons maintenant les plans qui conpent la sorfiMO S snivant 
des paraboles. 

Toute droite «6, a llnfini, qni soit lugente a la cubique Li en an 

poinl a, renconlre coltc eoinrlie cn un autrc point b. La gindratrice de 
aboulissant ä b, dclermine. avec la droite ab, un plan qui coupe la surface 
suivant uno eonique tan^ente en a a la droito ah, c'e.sl-ä-dire, suivant une 
parabole; car uno parabole n'esl autre cliosr qu'une eonique ayanl une lan- 
gente ä Tinfini. 
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Par cbaquc point d'une courbe p]ane de 3' ordre et 4' classe, teile 
qne I>,-, on peul mener deux droites qui touchent la courbe en d'autres points. 
Aiati JNT foal» gMraMee de la tmrface gamtitB enftigw oh pent, en genital, 
mener deme pUm» qui coepeiit im »mfeee tukumt de» pmvbole»} Je Im aoa- 
meen plem parabidlqtKe. 

Tons les pUns paraboliqves enveloppeat me d^^aloppable de 4* classe et 
6* ordre, circonscrite k la mrface donnee suivant nne courbe gaucbe de 6" ordre. 

10. Toules les coniqnes i'nscrites dans la snrface ^ et sitnees dans des 
plans menes par une m6me generatrice ont un point comniuo: c'esl le point oü la 
generatrice s'appuie sxir la droile double. Par toul aulre point de la generatrice 
pa8S« une soule conique inscrile, dont le plan toucbe la ssrface en ce point. 

Lm iem pbni pwdioliques (et pir eonvifnMl levf poims de eoiitael) 
ptiMnt par «ne mtaie gteMrice dennie penvMt Mre rfolt, imaginelrM on 
eolnoldaiii. 

Dans le piemier cai, lea points de contacl des deux plana ptmboliqnea 

dolemilnenl «n aegment ßni sur la generatrice donnto; kMW kf points de eo 
eegment sont les points de contact pour des plans tangens qui coupent la sar- 
face suivant des ellipses (platis elliptiques) ; tundis que toas les antres points 
de la generatrice sont Ics points de contact pour des plans qni coupent la 
sorface suiTant des byperboles (plana hyperboUquetJ. 

Dmm' le denxU^e ees, looi lee j^nt menda per 1« fdntotriee donn^ 
eonpaat la aufaee anhpant des hyperiMlea. 

Dana le deinier eaa, k raxeepUoa d\in aenl plan pmboBqne, tona lee 
plana meaia par la gin^ratrioe donnent dea bypartolei. 

II eat aoperflu d'observer qo*ici on ne considere pas les deux plaae 
tangens qn'on peut faire passer par la göB^ralriee doBBte et par Tiuie oa 
l'antre directrice rectiligne de la surface. 

11. Le point doiiljlc d'uno cubique plane de la 4' classe peut *tre 
üu un poi$U i$oie (conjuguej^ ou un node. Dans le preroier cas, tout point 
de la courbe eat nnterspctlon de deaz drollea rdeOea et dfatfaetoa ipd tondieat 
la conrbe ea d*anlres points. Daas le deaxitoe caa, le ppiat aodal dlTiae la 
eoorbe ea denx partles; Tnae de cea partlea contieal le poiat (tM) dlaflexiea. 
Par ohaque polal de celte partie (et par aueon des poiala de raalre) oa peat 
mener denx droites ridlea qai toudkent la courbe ailicurs. 

La cubique a un node od un point isole suivant que le point ä Tin- 
fini de Ja droite doabie est Tintersection de deux giniratricea reelles oa 




SM Cr«»«««, ««r Im tmfae$$ gmeku im mu k m orAw. 

unagioairM. En «ppliquant ce« conpid^tfoM wnc 4Wen cm oierts p«r le« 
MTÜMas gwichef dl 3* defrt, <m «irtisnl Im iMltls qid mhwL 

1*. Sw/iM« iMMdb« 9* iegri omc dem pokO» mupUmx rMb. 
Id II f«ut distinguer deux cas poMiUei. Nommons a, b le« pdBlt cupidrax. 

a) Dans cbaque point du segment fini ab (et dans aucan aillM pohtf 
de la droile double) se croisenl deux geiierntrlces reelles. Dans ce ras, pv 
chaqne generntrice de lu surface passen! Avux plans parnlioliques reels. 

6) Les geiieratrices reelles se croisenl, deux a deux. exclttsireriienl 
tut les deux segoiens infiois de la droite double, dont Tun cooinieuce en 
et Tralre en b. Dan« ee cas, par tonte gdndralrice appuyte «nr fnn da« 
segmens infinis, pasaenl dens ptan« paralKriK|nea rdels; tandis qne ton« le« 
plan« nencs par le« gdodmlriees ajqniy^ snr Tanlre «egnMnt inAni soni 
hyperboliques. Dans ce mdme ea«, ü y a denz generatrice« (reelles) parallele« 
ä la droile double; par chaenne de ce« deux g^n^ratriee« pane nn «enl plan 
parabolique. 

2". Surfarr (jauche du 3'' degrc saus poinl» autpidaui rceis. Tout 
point de Ja droile duubiu est Ünlerseclion de deux generatrices reelles: deux 
plan« paraboliques reels passest par Tiuie d'elles, aucun par l'autre. 11 y a, 
ansm dans oe eas, denx gdBöratrioe« (reelles) parallties i la drdte doi^«; 
par chaenne de ees gt^nftralrlce« passe nn senl plan pamboliqae. 

VoiU les «euls o«s pOMlUei de la surfoee ganehe caUqne fimtniß, 
e. a. d. de celle qui a deux dlreclrices reoUUgne« distinctes. Venons ninin- 
tenant au cas particulier de M. Cayley. 

3". Surface gauche du 3' degre arer un seul point cutpidal. La 
droite douhie, dans chacun de ses poinls, est renconlree par une generalrice 
(reelle). Le point cuspidal divise la droite double en deux segmens iu&nis. 
Deux plaus paraboliques rMs passent par toute g^nöratrioe appuyee sor 
1*1111 de ees segmens; aneon par les genAratrIces appuytos snr Tantre segnent. 
n y a nne gtairalrice parallele A la droile donUer par eelte gentottriee 
paose nn «Md plan parabolUpio. 

II serail maintennnt bien Facile d\MahIir les modifications qne ees re» 
soltats subissenl dans les cas oü le plan ä l infmi aurail une posiltol particnliere 
par rapport ä la surface; j'en inisso le soin au lecteor. 

Bolofne, 1*' septembre 1861. 
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lieber die Anziehung einer von zwei ähnlichen 
FlAehen zweiten Grades begrenzten Sehale. 

(T«B Herrn MMtr «t FrftattMlL) 



Das Problem der Allraclion «ler Kllip.^oido, wi-ldics für den Fall des 
Newlonschen Gesetzes von den .Malhemalikeru auf die verächicdeiiäte Weise 
b«liaiHlelt worden ist, wt von DMeUei vermöge der Melhode de« discontfain&r- 
liehen Factors *) bekanntUeh anch fOr den aUgemeineren Fall gelftst worden, 
daas die Anaehnng der j»"" Polens der EntTemnng umgekehrt jwoportional 
ist. Die Formeln änd nur flir den Fall enlwickell, dass p zwischen 2 und 3 
liegt; aber es findet ^^icb, wenn auch ebne jeden weiteren Zusatz, die Be- 
luerkuriff, dass auf diesen Fall ^it'h alle flbripeii zurüokfflhren lassen. Ebenso 
^veni^f wird es Dirirli/rt i iitgangen sein, (ia>& seine .Melbode aucb aiisreichle. 
um die Anziebung vuu Körperschaleo zu berecbneu, deren Grenzflächen von 
zw« äbniidien Flichm swdtMi Grades irgend welcher Art gebildet werden. 
Wiewohl nun in der angefthrten Ahhandlnng eine Ansfithnnig dieser Punkte, 
als dmn Zwe^e derselben fremd, unterblieb, so scheint mir dne solche doch 
nicht dino einiges Interesse zu sein, sowohl wegen der sehr elnfadien Re- 
sultate, welche far das ÜUipsoid, wenn p eine ganze gerade Zahl ist, sich 
ergeben, als aucb darum, weil die Anziehung der hyperboloidlscben und der 
hyperbolisch -])araboluidischen Scbaleii, aucb wenn das Newlonsdio Gesciz 
gilt, einen wesenliich verschiedenen Cbaralitor bat von der der ellipsoidiscben 
und der elliptisch - paraboloidischer. **). 

In der Rechnung schlug ich ursprünglich gana den von Dhiekkl an- 
gegebenen Weg ein, wobei sich die verschiedenen FiUe sdir bald von ein- 
ander trennten. Durch eine geringe Modification derselben gelangte ich Jedoch 
SU einer Formel, welche alle von Flächen zweiten Grades begrenzte Schalen 
zugleich umfasst, und woraus sieb für jeden besonderen Kall die zweckmässig— 
slen Formen niil Leiclitiokoit erjjeben. Ausserdem setzte ich ein etwas all- 
gemeineres Anziehungsgesetz voraus, welches alle möglichen Lagen des an- 

*) Abhain!iuii^n;ii der Berliner Akademio; Jahrgang 1839. 

**) Dieae »tud von Bour^rt nach der rAof/csscbeo Methode iMtbandelt worden. 
{LioucUle» Journal, sweit« Beiho, lid. II und Iii). 

4«MuI fiir MathtiMtik M. LX. Uoli 4. 41 
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gezogenen Punktes auf eine merkwürdige Weise mil eioander vtrioiOpft and 
luglelch ein äusserst einfaches Mitlei an die Hand giebt, am aus den Formeln 
fflr ein gegebenes p die entoprechenden für ein um swei Einheilen grOMerw 

herxuleileti. 

Um den Gang der Rechnung nichl zu unterbrechen, schicke icli fol- 
gende Bemerkung Ober den Gebrauch der Bruchpolenzen mit imaginArera Ar> 
gument Toraiifl. Wenn r nidit negativ Ist (and nnr diner Fall kommt vV), 
so ist (r+M)" definirt dnrch die Gleichung: 

(T.f-.9i;- = (7'+.*^')«"/""^^'^ 

worin der arclg zwischen — ^71 und {n zu nehmen ist. Danach ist, je nach- 
• dem *>0 oder *<0.: 

(/)rr ^ 9's * , oder (di)" = ' , 

und es gelten die Formein: 

i-.r" =«'-:(-i / = »-•% 

%. 1. 

EntmeUung der tUgeiBeiBWi Fomel. 
Die Gleldinngen: 

(1.) / \ 

in welchen stets h<ili genommoi werden mag, stellen je naok der Be- 
schaffenheit der Constanten a, fl, y, t*t ^ swel ihnliche nnd ihnlich lie- 
gende Fliehen sweilen Grades irgend wddierArt dar. Wir denken uns den 
swischen beiden enthaltenen Raum mit homogener Materie angefftllt. Seist man: 

so ist die Ungleichheit: 

(2.) *<»<* 

die Bedingung dafür, dass ein Ponkt {x,y,i) der Masse der Schale angehöre. 
Die Coordinaten des angesogenmi Ponktes seien a, b, e und r seine Entfemang 
von («yjf.s), so dass: 

r» = («_«)»+(A_y)«+(c-s)». 
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Wenn ein in ix,g,») befindUclies Massenelemeol äm den Punkt {a,b,e) mit 
der Knft ^ «mieht, m ist —^-^ dnsPotenUnl derEtenenteranxlehunf. 
Nimmt man statt dieser iieideii Ansdrttcke die allgeffleinem: 

rdm , i dm 

una ^rrr(r' + w)»l»-'>' 

worin tu eine nicht nr^niive Constanle hedeulol, so ist das Polenlial T der 
Gcsamintansiehuag der Schale, die Diciitigkeit der Materie gleich 1 voniu- 
gcselxl: 

Die Integrationen errtrecken sich auf alle Werihe von x, t, welche der 
Ungleichheit (2.) genOgen. Man kann indessen alle drei Integrationen iwischen 
den Grensen^— ac und oo volliieh«!, wenn man die Function unter den 1n- 
tegralseichen zuvor mit einem Factor muIUplicirl, der «ich nur 1 reducirt, 
wenn « zwischen h und k, dagegen auf 0, wenn u nusserhulh dieses lulcrvallcs 
liegU £in solcher Factor ist nnch dem /■'ojirterschen Satse dasDoppelintegral: 

II A 

dessen Werth gleich ist dem reellen ThcUe des einfachen Integrales: 



Also ist: 



vorausgeaetst, dass der Znsats Reel: vor irgend einem Ausdnieke bedeutet, 
daas von demselboi nur der reelle Theil genommen werden darf. Ersetst 

man jelzl die Polenz von r'-j durch ein bestimmles Integral vermittelst der 
fflr jedes die Einheit flbersteigeode p gflltigen Formel *): 



fuhrt darauf fflr « und ihre Werthe ein, und seist noch \f> — ^^ so sind 
die Integrationen nach x, (p nach einander ansfflhrbar. und man erhilt, wenn 



fp nach einan^^nsfflhrbar 
eicht jüuJl^^^^^Nehe 



*) Dies« Subttitatioii weicht a^jj^^ ^oht Dh-ichiel anwandte. 
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^w.(i-..4)'(i+|y(i!f.)', 

g«Mtst wird, 
(4.) T - Real : "^""^^l^V ^ ' a-j'' I 

Dieie Formel fiU ihrer Herieilmif geniAss, wenn fo>0 ist, ud men von 
dem Falle «bsiehl, daas mehrere der GrOsien a, ß, f unendlich fresse WeHbe 

haben, Tür jedes /). das >■ 2 ish wenn aber (o=sO ist, in welchem Falle die 
Function unter dem Intentralzeichen fOr «sQ uaendUeh gross wird, so mnss 
p zwischen 2 und 4 enthHllm sein. 

Wollte man die reclile Seile der Gleicliiiiiir ,1.) unmitlell)nr auf ihren 
reellen Theil reduciren, su würde man eine zwar alle verschiedenen Fälle 
umfassende, aber sehr ungeschickte Formel erhalten. Man mnss daher dnt 
Ausdruck des T suTor passend transformiren. Sdireiht man statt des In- 
tegrationsbuchstabens «, indem man unter t eine positive Zahl versteht, so wird; 

V o.4)'('+^)'('-f)' 

Die rechte Seite dieser (lleichunff ist constnnt für jedes reelle jiosiiive von 
Null verschiedene t, und sie bleibt einwerthig, istetig und endlich, wenn statt t 
efaie imaginire Zahl T^&i mit positivem reellen Theiie r geselxt wird. Daher 
indert sie nach bekannten Sitsen ihren Werth auch nicht, wenn man t^r+M 
setst, und man darf sogar r as 0 nehmen, wenn das Integral bis t 0 inclurive 
stetig ist. Dieses ist aber, wie sich leiclil in aller Strenge nachweisen Hesse, 
immer der Fall, sobald nur das Integral für t — 0 noch einen Sinn hehilt. 
Unter dieser Vornusseizimff darf man insbesondere t = i unU t=!--i nehmen, 
und man erhall dudurcli, wenn nmn: 

(^) S = - + — + + , 

Ittlxt, für T die beiden in der Form nicht nnwesenilich verschiedenen Aus- 
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.drflcke: 

,^£j.) / [(^_oo'[(^^)T[(f=öf 

Wenn man diese Ausdrücke nuC iiire reellen Tlieile reducirl, so nehmen die 
Integrale keine complicirtere Gintelt an; aber J^at trennen sich die Fflile 
der eiUpsoidiBcben und der hyperboloidisdien Schalen von einander. 

f. 3. 

Antdniek dei T fllr enipMiditdie Schalen. 
Wenn die Grössen er, ß, y alle drei poriüv sind, so stellen die Glei- 
chungen (1.) im Allgemeinen, d. h. sofern keine jener drei Grössen unendlich 

gross ist, zwei fihnliclie Ellipsoido dar, von donrn das crsle vom zweiten 
umschlossen wird. Die llalbnxen dernolhen werden erhalten, wenn man 
ya, y/J, yy resp. mil den Quadralwnrzelii aus: 

h \ K a-\ li} (i-\-v'*y und A- (Ä' « + 
muUiplicirt. woraus; licilSufifi: folgl. dass diese Grössen gleirhfallfi positiv sein 
müssen. Die Gleichung (6.) verdient hier vor (6'.) den \ urzug und liefert: 

^■^ ^-^jTiT-if^ — 3 — -y — 3 — ^j- 

Hierin ist: 



^. ^(1+^X1+ 7)0+ f), 

es mnss p<.& sein, und es bedeuten und a die positiven Wnraahi der 
Gleichungen vierten Grades: 

(8.) und 8==k. 

Da diese Wnneln, wenn ci>>>0, fflr jedes a, b, c exisliren, so gilt der 
Ausdruck (7.) gieiehmissig far jede Lage des angexogenen Punktes, und erst, 
wenn co=Ü gesetst wird, nimmt er fflr die verschiedenen Lagen eine wesHil- 
lich verschiedene Form an. Nimmt man aunacliat to unendlich kldn und he- 
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zeichnet durch E den Werth von S fikr < = 0, so dass: 

so balMB die Gleichungen (8.) Je eine unendlirii Umae Wand, Bimlidi: 

aber diese dArfen aur dann als die wahren Werihe von c und a betrachtet 
werdea, wenn «ie po^liv sind, und in enigcgcngesetslea Falle Irelcn an Ihre 
Stelle die endlichen positiven Wnnela der kahlschen Gleichnngen, wdche «iis 
(8.) fbr tttssO hervoifehen. Dennis folgt leieht, dass filr einen Punkt im 

Innern des kleineren Ellipsoides ff und a beide zugleich mit e» sich auf Null 
reducircn, Tür einen der Masse angehörigen Punkt dagegen nur ü, und Sür 
einen äusseren Punkt keine von beiden. 

Es bfdiirf lifincr Ausführung, wie die Formel 7.\ indem niHn für 
a, ß, y auch uiK inilich «."rdSM' \N erllif zulHt-»>l. auf Schalen iin;L""^^ ;•'!(' t w orden 
kann, wt'UIie vun congnieiÜL-n elliplisrhen J*iira!i(»loiden oder \on äiinlichen 
elliptlMhen oder congruenten parabolischen C) lindem, oder selbst von zwei 
oder einem Paare paralleler Ebenen hegrenst sind, -und es mag nur In Betreff 
des Umfangs ihrer Gfllti^ett bemerkt werden, daas T bei den paraboloidiscben 
und elliptisch ^eylindrischen Schalen unendlich grora ist Dir 2, hei doi 
parabolisch -cylindrischen für p^ 2i^ und bei den von parallelen Ebenen 
begrenzten Platten für p^S. Die Ausdrücke für die Atlractionscomponenlen, 
welclie, wenn /i<C4, aus (7.) durch hlti>si' Diiren-nlialion unlor dem ItiU'^M-al- 
zeichen nach ö, b, c hervorgehen, könnten auch auf diret iem ^^ t-irc ^t fuinN'n 
werden, und es würde sich dann /eigen, dass >ie in den erwähnlen drei 
Fällen noch rosp. bis zu den Wcrlhen p — 1^ It? exci. Gälligkeil haben. — 
In dra beiden folgenden Paragraphen werden der Einfachheit wegen nur von 
wirklichem ElBpsoiden begrenste Schalen betradilet werden. 

$. 3. 

Der Fall p = 4. 

Indem mau fi, v = Q setzt, erhall man als Gleichungen der beiden 
ihnlichen £llips<ride: 

• y ' • r 
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Die Formel (7.) nimml fBr j9»4 die ebifaclie Gesteh en: 



(10.) T = 5 



r*r dt 



Nen lialien fOr ein unendlich kleines c», wenn der Punkt im Inneren kohlen 
Räume lie^ri. (> und a die in (9.) beAndUchen unendlich kMnen Werihe; also 
wird in diesem Feile: 

(IC.) T= i«log(|) = |«log(|5§), 

worin: 

Isl der Punkt ein Äusserer, so sei & — 0, so duss die Scheie in ein volles 
Ellipsoid abergehl. Dudnrck wird ^=>od, es ist o die endliche poritWe 
Wnrael der GleicbuDg: 

.- -U — £- If • 

und: 

Aus den Formehl t,10'.; und (10".) und den (rein algebraischen) Ausdrflokeit 
weldie sich daraus lÄr die AUraclionsconiponenten eryebmi, erkennt man, dass 
flir eme umgekekrt proportional der eierten Polenx der Entfernung wirkende 
Aniiehnngnkraft die folgenden einfachen Sllse gelten: 

Die Aiuiditimg emer komo^MMg Pom äknüeke» EUiptoideH hegrenMiem 

Sckaie auf einen Punkt des inneren Raumes ist normal auf dem durch diesen 
Punkt gehenden, den gegebenen ühnUclien EUtpsoide. Für terschiedenc Punkte 
derselbe)) (ileirltt/efcicfilsflärhe ist die Rextillanle innf/ehehrl proportional dem 
Abiland der ziirjehörigcir TanrjnitiaUbene tont Mittclpuiiht . 

Die Anziehung eines homogenen Etlipnoiden auf einen ttusseren Funkt 
Üt normal auf dem durch diesen Punkt gehenden ^ mit dem gegebenen homo- 
fücnkn Suroide. Für verschiedene Punkte dertetben Gieiehgewiehtsfiäeke 
M die RaulUmle Jbreet propwUomt dem Abitanä der ngMrigen TangeiUM- 
e6eNe eoai jMiffe^NmM. 
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S 4 

D.JI- Fall p > 4. 

Man kaiwi den Fall, >vo p den Werth 4 übersclireilel, sowohl wenn 
iu>>0, als auch wenn es —0 ist, auf den, wo p zwischen 2 und 4 liegt, 
suradtflihren vermöge eines Verfahrens, das auf Kftrper von belieMger Ge- 
stalt anwendbar isL Bedient man sidi, nm die Werthe des T fDr denselben 
ancielienden KOrper und denselben angesogenen Punkt, aber verschiedene 
Werthe des p von einander au unlerscheiden, der Beseiehnung: 

T - ^ /*__*!!__ ^ {.I. T - ^ /* 
and es findet die Relation Statt: 

("•) ';» = -7Tr^- 

Somit ist fDr jede ganse positive Zahl ».* 

wodurch die beabsichtigte Znrackfflhning erreicht bL Nun orgieht sich aas 
(7.) Tür ein volles Ellipsoid mit den lialhaxen jfak, \'ßk, y/yk die Qbrigens 
noch bis |»=:(i exd. gfiitige Formel: 



T « V 

worin: 

./ *^ N «4-5 /^-r' yt* 

(1».) *-^-3TV-n;7-7 = 0. 
and die Gleichung (M'.) liefert: 

y c -0'«t* 

Da es nicht erhniht ist. die «fHohe DifTerenliation nach to unmittelbar unter 
dem InlegTiilzcicluMi zu verriclilen. so ist V zuvörderst 7.u Iransformiren. 
Denkt mau sich n durch eine neue Variable e ausgedrückt vermöge der 
Gleidiang: 

(13.) .(*-^-^-^) = 
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so wird: 

Omeh theilw6iM Intognitioii erhalt man: 



»-2 



0 



AlM Mt: 
und aUgemeio: 
Mm hal ilso: 

Man köiinle jetzt t wieder durcii « and die Differentiationen nach c successive 
dvreh solde nach « enelara. Für p = 4 wird die Integration aurfUirimr, 
and mm erlriiU: 

i4+a. - arcu-j-i) L«fcr-»W Ä/Jc»«/ 

Setst man: 

(»«OMUurt), 

r 

ao geht die ohige Gleiehimg Aber in: 

Man kann dieeem Ausdmck eine passendere Gestalt geben, weil nnn F{$) 

nach PolciiKon von r — to entwickelt. Bezeichnet, wie bisher, a die positive, 
und sind a^, a,, Oj die drei negativen Wurzeln der Gleichung (12.), so lässt 
sich die Gleichung (13.), nachdem von beiden Seiten tu sublrahirt ist, in der 
Form schreiben: 

Ki-gj(«-g.)C^-o.)(«-0 _ 
Ca+«Xa+i»X«+r) - • 



» (#-o,X#-e.)(*-e,) ~ f^'^ 

Joanid flto Mtdunatik 84. LZ. nft4. 43 
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geselsi wird: 

VeraiOf« der Lagnmge*9iAieu Formel fol^ bierans: 



Alto ist: 



SebBlitnin nan dieien Ausdraok nd Mist für F(a) und f{a) ihre Werthe 
tÜtL, so erhllt mtn: 

/t&^ T - r t(q-f«)(o-r/i^)(g-fy)r' 1 

Diese Formel gili für einen der Miit-se angehörigen Punkt ebenso, wie für einen 
Äusseren, und die Differeoz zweier Ausdrücke der nämUchen Form würde das^ 
Polenlial einer eUipioidischea Schale yleidiriUi lllr Jede Lege des angezogeoee 
Punhlee darstellen. Allein, wenn man dann cd 0 seilt, d. h. die Anaiehnnf 
proportional der (>-4— 2«)'" Polrai der Entfemimf werden lisit, so wird T 
filr ehMtt Paukt in der Masse der Schale, wogen a 0, unendlich gross, and 
erscheint unter der Form !x — cc für einen Punkt der inneren Höbluog. Wir 
benutzen bei Hiesem Anziehungsffoselx die Gleichung (15 ) nur für ein volles 
Kllipsoid und einen äusseren Punkt. Es rediu irl ^ieh dann eine der negaiiven 
Wurzeln der Gleichnng ^,12 ). z. B. Oj, aul" Aull, und wenn man ausserdem 
k 1 nimmt, durch die Masse des Ellipsoides bezeichnet und für ^*+~23 
die bekannte lilnlwicklung setzt, so wird: 



Denkt omui sieh dnreh («,A»e) die drd orlhofonaten Fltchen 
Grades fdegl, welche nüt dem fegehenen BÜpiioid» hossofocal rind, tnd 
aennl P, P, , T, die vom Wltelpnnkt anT die drei TangeHÜsleboMn in (m, k, e) 
gefidllen Lothe, so dasa n. B.: 

so sind, wie nun sich leicht Oberzengeu wird, die Ausdrftche 
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gleich den Projectionen der Resultante der AnKiehung auf die Normalen jener 
M Fliehen. 

An die SieUe von (11.) Irlll, wenn »»0 ist onl (ti^b^e) nieht der 
Masse dee ansiehenden KArpera .ang»h(^rl, die folgende MdA za ye ri lt e ir e nde 
Relation: 

(4s\ T i- r^4-^+i^Y 

(10.J i^, - (.p_2).p - \rdd^^~öb^^ de* ) 

Wir wenden dieselbe an auf die aligeineiiie Bestimmung des Potentials einer 
ellipsoidischen Schale aof einen Punkt des innerra hohlen Raumes. Für diesen 
Fall erhilt nHui ans (7.): 

worin ... 

o' 6' c' 



if = *- 



«+« ^+» y+» ' 

nnd IT ans JT dnrdi Verwandlung Ton UXa h bervorg^t. . Hier ist es erlanhl, 
die OifferanUalimien nach a, b, e unter .dem 'Integralseic|ien Torsundunen. 
Nun findet man durch wirikliehe Differenffimng: 

(2—^)j ~ '3m^~J~J' 

Folglich ist vermöge (16.) lunlehat: 

nad durdi fortgeselsle Anwendung. desielbm Verftdirens findet man: 

ai<E±-±l)r(.-i)/ ^( (. I ) 

Die Integration wird ausführbar, wenn man p = 2 selxU Schreibt man gleich- 
seitig n-fl an die Stelle von n, so ergiebt sich: 

Bs ist oflenhsr, dais dieser AMdruck, nachdem die Differentiation volkogen 
and t » 0 gesetst ist, die Grossen n» b, e, ä, ß, f nur in rationalen Yer- 

4a* 
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bindunfen enthslt. — Vermöge der Fonnela (15".) und (15'.) hat nan also 

das folgende einfache Resultat: 

Wenn die Auiiehimg umgekeirl proportional der 6", 8f'\ lO"' . . . 

' JSoAm lffffl(paiiWca ftciyroaifOTi SdMe ciM g^yrrftmlirilff AmciNm dSer ConnW— ff 
rief Myes0f0M» AwiAfe», W dSne AmcMm mI rslNMo/ «Mter eo» älm IFivMfc 
swetVr ctfMfctoi Gfa'd tiw tf wt abhängig, /b McMeM 4kr Aailf J—grtgtt 4» 
«o» iter kleinerm oder atmerkaib de» «m 4er grötterm Gnnß Mtke wm- 

«cMmMMM JiMMMi 

S 5. 

AlIgemMne Formeln Rir die bjperboioidischen Schalen. 

Um die hyperboloidischen Schalen und die, welche als Grenzfälle der- 
selben . aber nicht als solche der ellipsoidijichen , betrachtet werden können, 
zu erschöpfen, genügt es, dass man eine der drei Grössen er, fi, y, z. B. y, 
negativ niiumt, oder, was dasselbe Ist, — an die Stelle von y sehreibt. Man 
darffener, dine dItrAllgcaMiBheit Eintrag ni Ihm, atala a>/^ und ,a=9'=0 
aimeluiieii, so dass die Crleiehoiigeii (1.) tiiorgehen te: 

;. ; ; 

Wenn dieselben zwei wirkliche Hyperbolüide darstellen, so bind die Coor- 
dinalen des Mittelpimktes beider: — la, 0, 0, und die Qaadrale ihrer Halhazea 
werden eriullMi, wem man a, ß, y respeclive mit h+A'« md A+A'a mnl- 
tifllelH. Bhid nnnüe lelsleren GrMsen beide poatiT, so sind die Hyperboloide 
offenbar beide einfadi; sie rind beide zweifach, wenn Jene Grössen beide 
negativ sind; und das erste ist zweifach, das zweite dagegen einfach, wen 
Ä -f il'o'- -'0, aber Jt-j- /.'«": -0. Im letzten Falle sind die Hyperboloide zwar 
nicliL ähnlich im gewöhnlicficn Sinne des Worte?; aber sie haben, wie in den 
beiden anderen, denselben Asymptotenkegel , und die allgemeinen Formeln 
gelten auch für die von solchen Flächen begrenzten Schalen. Wird a^^oa^ 
SO enlslehea ans swei einfadien Hyperboioidea swei congmenle hypeitelisehe 
Pamboloide, und ist asoo mid ilaO, so ist die Sdiale begrenil von ttn- 
Uehen hyperbolisehoii Cylindsra. Seist man 

• ß r 
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lo Ikft, wenn A-(r<0 und Ir— <7>0, der Punkt (a, 6, c) in dSer üncce 
der Scheie. l¥lr werden engw, er sei ein iimerer, wenn A— 4?>-0, nn4 
er Bei ein «mierer, wenn k—Q<0. Hiemedi geliftrt der XUlelpnnkt, fttr 
welchen 17 = — iL*«, l»ei den anfach-byperholoidieehen SdMien dem hineren 

und bei den sweifach- hyperboloidischen dem äusseren Räume an. Bei den 
hyperbolisch -parubuloidischen Schalen \6ssl sich ein solches unterscheidendes 
geomelrischos Merkmal nicht angeben, indem z. H., wenn ß = y, die hier «Is 
innerer und äusserer bezeichneten Räume einander cone^ruent sind. 
Die Function S in (5.), weiche jetzt übergeht in: 

* - T+ th; H-^+J+T^^ 

ninunt mil wnekeenden « eonlinniriieh ah, aaner an den Stallen «t, —ß, 0» y» 

m welchen de plötdich von — oo auf überspring. Sic durchiinft also 
alle Werthe von -f oc bis — oo in jedem der Intervalle: —a his — /S, —[t 
bis 0, Q h)» y über ±oc bis -u. Diu Gleichung 

S-Ä - 0 

hat also stets vier reelle Wurzeln, welche (»j, p,, p,, heissen mögen., und 
die Rangordnung- derselben wird, je nachdem —h- Va, der Werth des S—h 
für « = ±oe, negativ oder positiv, d. h. je nachdem die innere GreuzflAche 
ein einfachet oder nwdüwbei Hyperholoid ist, bestimmt durch die erste oder 
awrite der folgenden UngMchheiten: 

-a<|»,<-/8<p»< 0<(ii<y<(N,<«>, 
- oo < Pü < - a < < — < (»1 < 0 < (», < y. 
Fir ein unendlich kleines to hat eine der Wnneln den nnendlieh kleinen 
Werth j:^« weiter poiitiv ist Ar einen inneren, negativ fir einm insaeren 
Pnnkl. Daher hat man, wenn c» — 0 ist, an a^en: 

(>i = 0 für einen inneren, aber = 0 flllr efaUB inneren Punkt. 
Gann ehenso ist das Verhalten der Wurzeln <r,, o^, «Tj, Oa der Gleichung 

S-k = 0, 

und es ist zu bemerken, dass Jedes a kleiner ist, als du denselben Inter- 
valle angehörige p. 

Unter Berücksichtigung dieser Bemerkungen lässt sich die Heduction 
der beiden für T gefuudcnen Ausdrücke (6.) und (6'.) auf ihren reellen Theil 
ohne Sdiwierigkeit vellsiehen. Ana dem ersten erhill man, wenn nmn dns 
integral in awei andere mit den Grannen 0 nud y ™' ^ Ihmlt, fllr ein 
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gwitdum 2 und 6 enthaltoiiefl p: 

("•) { --,rCJ"-_ i") 

Hierin ist: 



in dem zvrellen Bnrtandtheile rind die ZeidMtt + und — so ni wlhlen, das» 
±{S-h) und ±(8—k) posilive Werlho erhallen, md die CoefBdenleB « 
■ad / haben die Werthe --1 oder oos}n(jr— 2}, Je nach dem das Zeichen + 
oder — gill. Hiernach ist bei den sweifach-hypeihdoidischen Schalen durch- 
weg ffssf'as— 1, Während bei den einfach -byperboloidischen reip. mit e=>(te 
md «=s Oh far c und e' der Werth eosjn(p— 2) eintritt. 

FQr die Attractionscomponenle A ergiebt sich, wenn j»<C4.isl, ans 
(17.) der Ausdnieh: 

i ^ ) / oa / ' da 



(18.) 



Darin sind 9 vnd 1 wa «etaeo, wenn dns Zeichen +, nnd « cos^n (ji~2), 
wenn das Zeichen — filt. Die Ansdriloke für B nnd C gehen ans dem. der 

dS' 3S SS 

Conponenle A hervor durch Vd^wandlnng von in nnd nnd 

die Werthe dieser drei partiellen Dlfferentialquotienlen sind: 

2(a + )a) 2b 2e . 

Der zweite Ausdruck des T liefert für die von zwei emfacken Hyp\ 
boMdat begrenslea Schalen die Formel: - 
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= /ö=Txi^+f). ^.-yo-T)(7-o('+7)- 

und in dem letzten Integrale ist fflr f, resp. e', 1 oder cos '^Jip zu setzen, 
je nachdem S' — h, resp. S'~k, negativ oder positiv ist, so dass die Function 
unter dem Inteerulzf'ichon in den drei Intervallen jS bis — (>j, — p3 bis — «j. 
- Oj bis a uiciil einerlei Form bat. — Sind die Grenzflacben zweifache 
l^perMWtfe, m kommt wegm in abweicbenden Verhalteiu im F^mUo- 
Ben ff—k vnd ff—k in dem lateryalle tob bis «soo m dem Aasdraek 
des T aoeli als dritter reeller Beetandtheil hmin: 



wenn: 



«ad ei mlHte wiedemm dm lebte Glied teee dritten Tkdlei fertfidlea, wenn 
dae Bosfl^ Hypeilioloid ein einfoeliee, des Innere ein sweifachei vtrire. 

Für die Attmctionscomponenle der ^eeh-hyperbeloidlMlinn Schalen 
er^iebt sich ans (17'.): 



(18'.) 



,^ «* I r*'' aa_ _ / da 
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worin d, resp. (f, 1 oder —9M\ftf bedeutet, je nacbden S—k, resp. S—k, 
negathr oder poflitiv iat. — Die M des anderen Arten von Sehalen liinxtt- 
koranenden Glieder sind leidit n erfinien. 

Pir pa3 wird in den AnadrAcken det T der Faelor ^^—2) im- 
endlidi, wikrend das danrit ninltt]didrle Integral einen endlidien Werlli liat. 
Daram Mgt) data beim JVewfoewIien Anniehuigsgeseize das Potential der 
liyperboloidiichen Schalen unendlich grow Ist. — Die Formeln fOr die AI- 
Iraclionscoraponenlen gellen ihrer Herleitun^ gemfiss mir, wenn p zwischen 
2 und 4 lipirl Hätte man aber A direct derselben Behandlung unterworfen, 
wie T, so würde man genau dieselben Ausdrücke auch für ein zwischen 0 
und "i gelegenes p erhalten haben. Allein dieses Resultal muss wenigstens 
Mlweite m^ektif bendckaet werden, iHe du li»lfmide Beispiel erlMem 
wird. Betradrten wir bei einer iweifadi-kyperboloidisckett SelMle nnr den 
einen ihrer baden feeonderten Thelle; die Potratidfiinolion nnd die Rosnltante 
der Anziehung werden, wenn {a,b,c) im Mittelpnnkt liegt nnd 10 = 0 ist, 
dargestellt durch die bdden dreifaehea Integrale: 

1 fdm . /^coB^.dM 

jzr[./7^ ind J — , 

wo .V den Winkel bezeichnet, den eine vom Mittelpunkt nacli einem Punkt 
der Masse gesogene Gerade mit der Z-Axe bildet. Da nun cosä immer 
endlich und von einerlei Vors^iehen ist, und das erste Integral unendlich ist 
^ F^^> sweüe Integnd nnd folgllck die Antiehnng nnendlidi 

gross sein fBr ^^1. Daher nmss die Gesammlandehnng beider Theile der 
Sehale ab vibeslioimt gelten. Die Formeln (16.) und (16.0 bOnnen folglick 
nnrfirji^l und <; 4 Gültigkeil hoben, wiewohl im Verlauf der Rechnung^ 
sich nur die Beschriokung ji»;>0 und <C4 ergeben wOrde. Dieser scheinbare 
Widersprncli erledigt sich durch die Bemerkung, das« bei einem vielfachen 
Integrale die Reihenfolge der Integration nicht gleichgOltig ist, wenn die Grenzen 
unendlich gross and die Elemente desselben tlieils positiv theils negativ sind. 

Es sollen jetsl die allgemeinen Formeln auf den Fall angewendet 
werden, wo die Annlehnng nach dem JVewIenschen Gesetse erfolgt. 

§. 6. 

Der Maclaurimche Satz. 
Ertli^C^t man p einen unendlich wenig von 2 verschiedenen Werth, so 
sind die nnmeriscben CoefGcienlen d und d' in (18.) entweder genau gleich 1 
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oder aar wn GrftifMi von der Ordnung {l—ipy von 1 versehiedra. IMmt 
wird Ar p»3: 

und hierfllr kann bumi, welche von den Zeichen + ond — nach gellen nOgen, 
itela fehrdhen: 

Also erfieht sich wm (18.): 

(19.) A = -n/ -g^-j^-i/ j;-Si-^^8{s=s)' 
EheuN» liefert die Gldchnuf (IS*.) Illr die dnfMh-hyperholddiechea Schalen: 

wahrend für die sweibch-hyperboloidischen ond die von nnglelchnrtifen 
Hypeiholoiden begrenxten Sehnlm noch resp. die Integrale 

f-'-BSf da . r'dSf d* 

nie dritte Glieder hinsnlreten. — Wenn mm noch w ~ 0 nlnunt, m bestehen 
eich die gewonnenen Formeln anf den Fall des iVeisloasdien GesetMs; alldn 

die Grössen (7^, (>2, er, bedeuten dann nicht dnrchweg Wurseln dw Glei- 
chungen: 8^k und S = ir, welche auf den drittel Grad herabsinken, sondern 
nach dem, was froher gesagt worden, hat man zu setzen: 

4^1 — 0, Pi=- 0 für einen inneren Punkt, 
<^bO, Qt — O für einen Äusseren Punkt, 
<T, =:0, (>s = 0 fOr einen Punkt der Masse. 

Es verschwindet hiernach fttr einen inneren Punkt das erste integral in (19.), 

und fär einen äusseren das in (19'.). 

Wiewohl die Formeln (19.) und (19'.) wegen ihres zweiten Bestand- 
theiies durchaus nicht den einfachen Characler haben, wie diejenigen, welche 
für ellipsoidische Schalen gelten, so iasäen i^ic doch dieses beraerkenswerlhe 
Resultat auf der Stelle erkennen, dass der berühmte i)/ac/aur<»sche Satz auch 
fOr alle nicht ellipsoidisdien Schalen Geltang hat. Betrachten wir i. B. eine 
von wirklichen Hyperboloiden hegrenile Schale vnd selten der Binftchheit 

Jwiul fir MUlMmtik Bd. L\. Oeft 4. 43 
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wagen 1 s 0, so dm fir alle der M ism angehOrifea Pinkle Ae UsgleidMl: 

*<-5-+7— 7-<* 

ernm ist. Daiui folgl «is (19.) ftr einen inaeren Pankt: 

&• c» 



wibrend 

Die Ungleichheit 



8 » 



waria 19 iwischen and enibelten eefa anw, keillnunt eine swette Sehdat 
deren unter sich ihaliche Greaaflidiea mit denen der ersten bezSgUdi iMNno- 

focal sind. Die Attractionscompoaeate A' derselben ergiebt sich, wenn der 
Punkt (a, b, c) auch in Betug auf sie ein innerer ist, aus dem Ausdruck für A 
durch blosse Verwandlung von o, ß, y in o + »7, ß-\-Vf y — V' Dadurch 
ändert aber das Integral seinen Werth nicht, wie man sogleich sieht, wenn 
man s—r] statt des Inlegralionsbachstabens « schreibt. Ebenso verb&lt es sich 
nrit den beiden aaderea Gbaipoaailea; daher hat maa: 

Dieaelbe Rdatian gilt, wie Iddit an sehen, and daaa, wenn {a,b,e) in 
Besag aaf beide Sdalea ein iaaserer Paakt iat. Also hat aian den Sats: 

Zwei komofbeale kfpeMoUitd^ SMem ßbm m/ ebt md deiuMm 
FmM, 4et alelf aisMea Ibrea Q mapü tk m Megi, IVMkimgen mmi ^Maier 
iUeliaaf «aej leelele «<el tsie die PMkcle dar BemfUnem wäer diumder 



Zwei homofocale hyperbelisch -parabaloidieehe Sehaiea werden be- 
stiarait darch die Uagldebbeilea: 



p 7 



Man erkennt ohne Mahe, dass nA die Anatefanafea aweier selchen Sebalen 
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gleichgerichtet sind, und dass die gleichnamigen Compoucnien sich ver- 
hdton wte 

Da man 1 = 0 nehmen darf, so gilt dieselbe EigeBMäinft auch far homofocale 
byperbolifeli-e]^lBiiifGlie Seludmi. 

S 7 

Die unendlich dUnnea Schalen. 

Setsl man k = h-\-dh und versteht unter (Jk eine vnendlleh Uflii« 

posilive Grösse, so geben die Formeln (19.) und (19'.) die eine Componente 
der Anziehung für eine unendlich dünne Schale, aber im Allgemeinen in 
einer sehr ungeschickten Form. Es ist nfimlich nur dann erlaubt stall der 
Ausdrücke 

die einfttcheren 

2ih . 26h 



zu substiluiren, wenn S~h, resp. S'—h, für keinen Werth des t innerhalb 
der Integrationsgrenzen verschwindet, und im entgegengesetzten Falle würden 
4Be Iiktegnift Mch oUg«r Snlwmiitioii kdiwi bmttniBtao SIbb »dir ImIimi. 
Daher liart sich in dieser Weise die «weite Formel gar licltt and die erste 
Bvr keim sweiheheB Hyperiieloide pnwenden. Dieser Udt^staad kmn dvek 
Betrachtmif detjenlgen Funcüon V beseitigt werden, ans welolier die Al- 
tractionscomponenten durch partielle Differentiation nach a, b, c hervorgehen, 
bei welcher Betrachtung ich mich der Karze halber auf den Fall eines ein- 
fachen Hyperboloides und eines äusseren Punktes beschränke. Der Ausdmdi 
des Y, welcher (19.) entspricht, ist für Schalen von endlicher Dicke: 

7 

wobei es erlaubt ist, zu der rechten Seite eine beliebige von a, b, c un- 
d»b6ngige Grösse biuznzufQgen. Für k = h-\-dk möge V durch UJh be> 
seiehmt werden; dwn erlillt smb, wem sunt die beMea Seilea von (21.) 

43» 
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Mp. durch dh and k—k dhiidirt md den Werth der iwehen lür ft» & nef 
die gewAhnliche Welse hesttnmt: 

#1 r 

Indem man von der Gleichnng (19'.) ansfehl, findet man (Ir IT einen sweiten 
Aaidnidc, ninlieh: 

(22'.) 17« -i/"-^log(S'-*)^ 

Vemi^fe der Woneln fs, pi, (>u der Gleichung: 

(23.) f 4— £^ = 

welche rcsp. in den Intervallen: — « bis - 0 bis y bis oc liegen, lassen 

sich S — h und iS' — A in der Form darstellen: 

nnd wenn man diese Werthe in (22.) nnd (33'.) einsetat, so erhilt man bis 
auf Glieder, die hi Beuig auf e eonslant sind: 

(340 ü = ./'^-/--* {..g(l:r_..)+'«'K^)+*'^(«^^)'!. 

f - -/'■$-iä'««(^-)'+%(^0+'«*(^)}- 

Es ist jetzt erlaubt, den «rttas Ausdruck dos U nach (>, und f,, den zweiten 
nach (), und fv» nach den fewOlinlichen Regeln an differenüiren. Dadardi 
findet man: 

Die partiellen Derivirleii d» s nach (i,. (^j. «„ werden somit durch toU- 
ttändige ellipiitche Integrale der dritten Galtung ausgedrückt. DieseLbtn sind 
bezuglicb eonslant für Punkte auf ein und demselben mit dem gegebenen 
Hyperboloide homofocalen einfachen Hyperboloide, aweiüsdien Hyperboloide 
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oder BUpwide, iem» Gleiehufra durch (23.) Torgestelll w«rd«i, wemi man 
darin wtor b, e die la«fMd*B ComrdlnatoB VM-sIdil and Ihr ^ beiflglieh 
di« Wcrlha ^t, e»« 9» ■imnL — üan bat Jetit fBr die der X-Aze parallele 

Compm&aA» äA, oder ^h-^, die Formel: 

oder vielmehr; 
worin: 

n. 8. w. 

Die Aasdrfteke hr dB und SC ergeben lidi bierans dvreh VertavsoliBaf tob 
m, « mit b, ß and €, —y. Au der Form dieser drei Ansdricke slebl man 
eogieicb, dm die GröMen 

2*AP,42, «Ä/»,^, 29kP,SIL 

die Compononlen der Anziehung darstellen, zerlegt nach den Normalen der 
drei erwähnten homofocalen Fliehen im Punkte (a^ b, c). Man hat also den 
folgenden Sntz: 

Ünrcf/l sich der aiige::Oyvne Punkt auf einer mit dem gegebeneu 
Hyperboloide homofocfden Fläche sweUen Grade*, so ist die auf dieser Fläche 
mamate AUrmeUamcmfomeiäe propoHioMil im AktUmäe der JeäeemaSgeit 
TawgeiaialebeM eem MUte^nmU. 

§. 8. 

Die Rotation»hyperboIoide und das liypcrboli»cbe Paraboloid. 

Die Formel (22'.) des vorigen Paragraphen kann man, indem man a 
unendlich wenie verschieden von ß annimmt, mit \'orlhpiI auf den Fall einer 
von einforhcn Rotatiomhyperboloiden begrenzten Scliale und eines äussere» 
Punktes anw enden. Man darf darin unbeschadet der Allgemeinheit b = 0 
setsen und kann 

Io9(S'-A}*(a-«)* 8taU lof(S'-A)' 
schreiben, weil dadorch su U aar ein von • aM e aaabbtngiges Glied Ua- 
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tnMtt. Weil um das Aigumeal dof warn IiOgariUuMt iuMrkalb der !■- 
tegnIimBinBseii imeiidlieh wenif tob TarsehiedeD ist, n Iml mm: 

worau Ar die KrifteAmclioii V eimr Sdiale tob endUdier Dieke folgt: 

V =^^'udk = - log (a^J. 

Oonaach iit: 

(27.) ^«-^n(*-A)«^_i., c = 0; 

rf. A. rfie Resullante der Anziekung ist umgekehrt proportional der Entfernung 
des angesogenen Punktet von der Rotaliontaxe und durch$chneidet die letitere 
rechtwinklig *). 

Wenm der Pnakt ein iuBerer oder die Sdiale tob swoih Aea RoMioB»- 
hyperboldden begroBst ist, so lanoB lieh die AtlrectioBscoBqpoaeiiteB swar 
nodi TerHlttelat Logaritlimeii «nd elgebralselier GrOsaeB anfebeii, Brigea aber 
niekt M einfache Eigenscbaflen. 

Zum SdilBaae beaMrke ich noch, dass auch die Compononten der An« 
Ziehung einer von congruenJen hyperbolischen Paraboloiden begrenzten Schale 
durch Elementarfunclionen ausdröckbar sind. Diese Ausdrücke sind wesent- 
lich verschieden von denen, welche für elliptisch -paraboloidische Schalen 
gelten, und der Ausdruck für die Componente A ist dadurch bemerkenswerlb, 
dass er Quadrate von Logarithmen and Kreisbogen enthfllt, wihrend dieselben 
in denen der beiden anderen Compenenten nur linear Torfcommra. 

Fraustadl, im NirreBiber 1860. 



*) Hierin ist ein in einem früheren Aufnats'.e (dieies Journal Bd. 58, S. 248) auf- 
ge*t«Ut«r Satz Uber diu Anziehung einer mit Masse belegten Ke^elfläcbe auf einen 
Casaarai Punkt als apedeller Fall enthalten. — Die am Schlaue jenes Aufaatzefl ge- 
gebene geometriseba Ganstnction der Basnlteate fitr «inen inaeran Fnnkt iat inaoMn 
so bericEtigen, alt an SteOe des Bbrnnboa ein Vtaradt eo^rnvt «avdaB mnaa, weiibei 
durch die von dem angesogenen Punkte anigaheiide Diagonale in swai cengraente 
rechtwinklige Dreiecke getkeilt wird. 
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Udber dne Eigensduill der Kngelilueüoiieii. 

(Von Hern A. CUk$eh an Cariirnlie.) 



Wenn man eine Fanettoii dreier reehlwinkligen Coordinaten nach 
Kngelfnnctionen entwickelL so gelangt man zu einer Reihe, deren Glieder die 
bekannten Functionen zweier Winkel sind, während in ihren Coeflicienlen nur 
der Radius Veclor noch auftritt. Jene Functionen zweier Winkel haben aber 
die Eigenschaft, dass sie, mit einer passenden Polenz des Radios maltiplicirt, 
in gmia homogea« Fmelioneii der Coordinatai tfbofehea; mm kam ddier 
die BBtwiehlimg nach honogwiMi Ftaietionen der Coordiaatea ansfUliran, deraa 
.Coefficiantan dann imr noch Fanettoaan das Radina Vaelor aind. Diaaa bona* 
genen FuacÜonan, welche in einigen Aufgaben der mathematischen Physik ihrer 
Symmetrie wegen mit Yorlheil angewandt werden können, sind dann dadurch 
defittir^ daM aia nahen der Bedingung der Homogeneitflt der Gleichung 

(1.) ^'i2 0 

(nach Lamis Bezeichnung) genflgen. Eine grosse Zahl von Eigenschaften 
dieser Functionen erhält man direcl aas den bekannten Eigenschaften der 
Kugeirunclionen ; eine etwas femer liegende Eigenschaft bildet den Gegenstand 
dieses Aufsatzes. 

Zuvörderst kann man leicht die allgemeinste Gestalt der Function n*" 
Ordnung angeben, walelia der Gleidrang (1.) genOgt. Ba aai m dtaaeai Zwodi 

(2.) n « K+rM.-f r*n..., 

wo r den Radios Vector iiedentet, und wo V, l'i, }\ ... homogene FunctioBOB 
n^edire dar n— »—4*" ... Ordavag hedealen. Die Fonn (2.) 
kam «JiBobar aif WMBdHdk vlala Arten gewlMl werden; da Y uodi bellrtif 
gelasaan ist, kann man «her F|, K« . . . Jedenfalla naeh WÜlkflr Y«rfllfen. 
Bwisehen ist 

Die Gleichung (1.) geht daher durch Substitution von (2.) Ober in: 
+ 2(2«-l)K,-i-4(2i.-3)r' K,+6(2«-5>'K, . . . . 



Digitized by Google 



844 



Clebteh, iibtr eine Eigeiuchaft der KugelfuRcHoneH. 



Im dnaer Gleichung kann moi mm 4m letzte V so bestimmen, das« der 
CodBcieiil der höchsten Potenz von r verschwindet; sodann das vorletaU» Y 

80, dass auch die zweithöclisle Potenz von r verscliwindet, u. s. w. Dann 
bleibt schliesslich eine Gleichung, welche \\ durch V ausdrückt; und indem 
dies letztere völlig unbestimmt bleibt, hat man die Beziehungen: 



n - - 



83^±5' 

oder, wenn man durch ^ ... die doppelte, dreifeche etc. Wiederboluf 
der Operation andeutet: 

V » ^'»^ 

- *.4.4e~1.2B-3 ♦ 

« 

~ 8.4.«.2n-1.2i.-~3.2ii-5 ' 



Mau hat aUo sofort den Sala: 

Di» d U^mmmie gonue FkmeUom m*^ (Mmmg, wetel« tfer flWe ftiny 

vo V eine ganz beliebige homogene Fundion Ordnung bedeutet *). 
Setzt man hier z. B. V = x', so erhält man dio der Kugeifunction P, 
enlfpreehende homogene Function; setzt man r=(xa\,4-yyu-f »4,^% so ergehe 



*) Man kann den obigen Satz noch dHliin ohne Milbe «rweitoniy daas di« att- 
gamainat« Function Ordnoog, welche der Gleicbuag 

ganUgt, (wo ä' «ine gaase hoaaogene Function (11— 3)**« Ordnong badentol) felgenda 
Uaatalt annimmt: 

''^^SS=l' UAt^i,im-f ^ tAAin-i.9n-!^.im--i 
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Siek diejenigen Ausdracke, welche bei der Entwickelung der Quadralwurael 
der reciproken £Btfemug iweier Pankle anflrelM. Setat nan aW in (3.J 
K==r*.fr, wo ff von der (»-a)**" Ordmwf isl, so enteteht Inwor identisdi 
NnIL Denn nun erhilt ofenlrar immer 

and iadem mm anf diofo Gleidumg die Operation anwendet: 

J'^'ir'W) = r»^**'«r+(«,+4«-{»ft-2)^«»ir. 

Ee ist daher 

ci^, = «.+4i.-8*-2; 
und wemi man bemerkt* das» ««»0, so ergiebt sich sofort: 

= 3(A+l)(3»-2ft-l), = 3i((3ff-2it+l). 

Man hat smtach 

J^if^W) = f»-^»F+2*(2ji-2*+l)-^'ir; 
und wMn man also Kss f*W selat: 

" - fPr 2.2«_1 + äX2i-C2»-3 

was ofToiibar identisch verschwindet. 

ilierdurch erklärt es sich, dass die in der allgemeinen Form von V 

enthaltenen ^ Conslanlen nur die Stelle von 2/i-i-l Conslanteii ver- 

treten, wie dies die bi-kannte Thatsache forderl. da.ss die allgemeinste Kugel- 
funcUon n'" Ordnung nur die letztere Zahl willkürlidier Conslanlen enthält. Denn 
dem Obigen zufolge kann man in (3.) ohne die Alig< meinheit zu beeintrftchligen 

V—t^W an die Stelle von V treten lassen, und man kann dann die " " ^ * 



1.2 

CoefTicienien von W so bestimmen, dass ebensoviel Coeffideulen in V be- 
stimmte Wertbe annehmen. 

Ich werde nun zeigen, dass man immer für V das Producl von n 
linearen Factoren setzen darf, und werde zugleich zeigen, wie man die- 
selben findet, indem nun If so bestimmt, dass V—t* W in lineare Faeloran 
dch aoflOst. 

Denken wir mis nnter ae, s dtte homogenen Coordinaten eines Punktes 
in der Ebene. Dann ist 

V . 0 

die Gleichung einer Curve Ordnung^ und dieselbe wird von dem Kegelschnitt 

r' = xM y' + »' = 0 

jMml «r IfatliMaak ni. LX. BMk 4. 44 
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ia 2« PMkta fMdurittaiL YeAiidel wm dfew P«ide piaiKtoe tech « 
fmJ0 Uy«, M tos to«h Jeda Flnkt toei «Im Liato gfht (m mT 
1.$.5...2»— 1 Aiffli gnchdieB kaiui) mi riad 

dB« GIciduBgm «okfaer • GenMtea; so kauD aum beksaaffich, da weder 0 

noch diese Geraden \on r =^ 0 in anderweitigen Punkten gntcfcnitTrn werden, 
die absolBtea Wetike der Coeficiealea ia dea a so keslliiawia, dass idealisck 

wo W eine homogene Fnndioa (a— 2)'" Ordnung bedealeL 

Uierdorch ist die oben aufgestellte Frage erledigt , und es fragt si<A 
nur, wie man für eine gegebene Function £i dieses Producl von Geraden 
oder die erwähnten 2ii Schnittptinkto bestimmen könne, selbst wenn £1 nicht 
in der Form (3.; gegeben vorliegt. Nun bemerkt man aus (3.), dass die 
Schnitlpunkle der Curven 

Bit den Schatttpaaktea voa 

(4.) ß = 0, «»+f»+»* = 0 

aasnaeaCdlea. Ifsn bat siso nur die letaterea miinuaek«; «iaeAufgabe, welebe 
durch die cfftafhiailidie Natur der Fuactioa i2 weseatlieh erleiektaH wird. 

Die Gleickaag 2a*** Grades, auf weldie die Torliegende Anhebe ftbit, 
kann aum in der Weise anfstellMi, dass man das Producl dler Gleiekuagea 

der 2a Scknidpunktp aufsucht. Dieser Ausdruck muss dann, was mit Hfllfe 

einer fileirliunjij 2n"" Grades sofort pesciicheu kann, in seine 2» Factoren 
aufgelöi»! werden, und es ist leiclit diiiui die Gleichungen a, = 0, aj = 0, ... er. = 0 
zu bilden. Um aber jenes Product zu finden, verbindet man die Gleichna- 
gen (4.) mit der Gleichung 

(5.) Mx+cy + tfs = 0 
cincN Srhnillpunktes, und eliininirt x. y, i. Eine solche Elimination, bei welcher 
eine (ileiohang vom 1"% die zweite vom 2**% die dritte vom n*'" Grade ist, 
ksbe ich Im 68*" Bd. d. J. p. 278 allgeuieln ausgeführt; und «war wird to 
Resultat asch den dort gegettraea Regeln: 

(6.) J! 0 = ^ [| C+ ^,fC*-AB\ « + I C- )'C^Ä J'], 

wo, nach den hier eintretenden Werthen der Coefficienten der Glei<^ung 
swellea Grades: 
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(7.) A 



0 0 a a' 

1 0 r 6' 
0 1 » c' 
e w 0 0 
» 0 0 0 

welche durcä 



(».) 



1 0 0 14 aj 1 0 0 u a' 1 

0 \ 0 V b 010e6' 0 

0 0 1 « e , iffs: 0 0 1»^, Ca 0 

»•wOO «eipOO « 

«6eOO «f&'e'OO « 

wo entficli 6, c, a', 6'^ o' synbolis^ CoeffidealMi lind, 
die ejfnbolifldieD Gleiciniiigeii 

(8.) a = +««)" = (o'a;+6'y+c'»)- 

deÜBirt werden. 

Imwiachen ict neeh (7.): 

it » (M-«6)>+(iea-«e)*+(«&-e»)*, oder 
fi4*= (i^+o»+ie^(^+*'+c')-(«i+e*+iw!)»5 imd 

Diese Gleidumfen Tweiiifiidieii tMk wesentUeh durch die Benerlnuig, 
da» BMh (8.) die eynboBMAe Glddumg 

»tattSndet. Dieser sefelfe darf man also wegen der Irasooderen Ifator der 
Fnneüon £k iminer 

(10.) = 0 

Daher reduciren A, B sich auf ihre leisten Glieder; und die Glei- 
(6.) nimmt folgende Gestalt an: 

(11.) Jl « 0 = 4(,wH-i('?=2Ö-+i(a-.|-y?^)% 

wo 

(12.) * = (M'+e'+w')(aa'+66'+cc'), / = (iM»+c64-toc)(Ka'+©6'+»c;) 
geselat ist. 

Führt man den Ausdruck (11.) aus, so erhält man: 

(13.) ß = 0 = ar I c.r-'^'i «ir-'«M--- 
wo et, 04, ... numerische Coefficienten sind, weiche durch die identische 
Gleichung 

(14.) cc"+a,«"-' + o,e"-H- 
bestimmt sind. 



= ^yi-2*)''4'(l-*-/l"2*)"} 
Man bemerkt aber sofort, dass mit Räcksicht auf die Glei- 
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dmifMi (lO.)« uul wenn mm iS» Operation ^ Jelst mit den Yerlnder- 
Udmi u, 9, m etttl mit f , n eneflUirt: 

dekcr Ukeriumpt 

^(r) = 8».ii».(»-l)»...(n~*+l)».r-*.(«i'+ft»'+«cT, 
•der, wenn nitti der Ktria wefen 

•eist: 

•' 2*.(«.r,-l...n-A-fO 
Bezeichnet man nan durch U diejenige Function, in welch« S2 Obergeht, wenn 
man darin m, 9, w fflr x, ff, « substituirt, so hat man offenbar* auch 

md somit geht die Gleiohong (13.) über in die merkwardige Form: 
(lö.) 0 = LA. ^ 4. 

aus welcher die symbolischen Coefficienten simmtlich vcrschAvunden sind. 

Sonach bleibt nur übrig, die Coefficienten a der Gleichung (14.) ge- 
mflss IV bestimmen, welche auch die Form annimmt: 

'a«-+«,«-'+o,e"-^+- = äSTl(l+|/I^2i)'"+(l-»/r=2Ö'-|. 
Nun sind olTaibar 

« = 1-^/1^ nnd f«l-yT=^ 
die Wnrseln der qoadratisdien Gleichnng 

»»-2»+8« = 0; 

ud es ist daher a^+y^ der Coeflloient von in der Ibilwldwlnng des 
Ansdracks 

1_ , i_ _ __2 (| - «) ^ 

i — ux'^i — uy ~ 1 — 2m hie«'' 

mit Rücksicht hierauf endlich erscheint f\ nls Kniwickelungscoefficient, nim- 

lieh als Coefficienl von c*~*.n'" in der Kniwickelung von 

I l-ii 
«•* i — 2m-\-Ztu' ' 

Entwickelt man diesen Ausdruck sunichst nach Polenten von e, so erhill 
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man als Coeflicienten von i' *: 

(_!)—» (i-u).(2i*»)-* (-1)—* (1 

— F (l-2«)-^« {i_io-Hi5 

und indem man dies wieder nach u entwickelt, findet sich der geniAte Co«f- 
floient Ten 1^: 

•?»*-nSr-t uzs 2 i.2...!bk~i ^\ 

* 1.2.. .2*-! 

Dieser Formel enlziehl sich nur der Coefficient des «Tsten Gliedes; indem 
mau k--0 setzt, erJiAlt man als Goeilicient von m^" in der fintwickelung des 
Ausdracks 

(-0- (.i-u).(2uy 
nadi nifirtelfeiideii Fotenien tod 11 offenber: 

u = Mr. 

Di« Fomel iBr et« giebt nodi: 

« _ (-1)-* ii.ii+l.i>H-»».ii+*-i 

«•.C«.«— " 1.2...2A 'ii.»-i.fi-2...K-*+l * 

uiid SO wird endlich die gesackte BHmimlieiHgleichung, wen mn in (15.) 
diese Ceeffidenten einfUirt und den geaelnsemea Factor (—iy flbergekt: 

(16.) 0 - »•-j^;..^^(i/.)+j^i-^^(t;') 

Mit geringer Modifieation der Ansdradtswelse kann man den angege> 
benen Weg die Fonetleii i2 danaslellen, nun folgendermassMi nsammenfassen: 

ht Sl e&ie Aeaiogwae FtmettoK nf" Otämmg, «eJbfte die QUidmitg 
J*n^O beflriadigt, alao ab da» ProM ekur Kt^fdßmdk» n*^ Ord^ 
mmg mü der 11"" PoUn» de« Radim dantel&ar ül, «0 M der Amdndk 

•** « 1.2 1.2.3.4 ^ 

•leto m n Umeare Faetoren zerlegbar. Verbindet m§n diete fotuw^ae, 
«ktd «Mi «0 «mummengehürige - 
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SSO Ci0b$ek, «ier «int K if a u ek afi dar K uge l/ uMt i u t t m. 

tmd beaMmei mam dmm dtu Prodmet der n Amdräeke 

X y » 

a ß Y 

«' ff y' 

iardk Y, «o M immet 

(17.) 12 = c\\-j^^^ , 

wo C eme Conttanfe beteichnet. 

Ich bemerke noch, dass diesProduct V zwar auf 1.3.ö...2r-1 ver» 
gchiedene Arten durch vcrschiederiP Coinliinnlion der linearen Factoren ge- 
bildet werden kann; aber nur auf eine einzige Weise, wenn diese Factoren 
säramllich reell ücin suUen. Denn die linearen Factoren des Ausdrucks (16.), 
welche die Schnittpunkte von — 0 mit 

+ - 0 

darstellen, sind uffenbar i^äninitlich imaginär; man kann also reelle Factoren 
in V nur dadurch erzielen, dass man zu deren Bildung je zwei conjugirte 
Factoren des Ausdrucks (16.) verbindet. 

IHe FArm Ton «Q, in wddier V eb Prodoet linetiw Anntracke iit| 
slehi mit dai^eiiigeii Kagdfimctioneii im genmertoi Zustmineiilimge, wddk« 
am der Eatwickeliuig der redproken Qnadratwanel der Entfennng iweler 
Pankle hervorgekee. Eine solche Function, multiplicirt mit den n*" Potenxei 
der Radien, entsteht, wenn V die n" Potenz eines lineiren Aoedmeke wird. 
BeceicJuien wir das Resultat durch F., so dass 

•0 kann man die allgemelnsle Function Ordnnng Sl in der durch (17.) 
dargestdUen Form aidi dadondi entstanden denken, dass «mal hintereinander 
das Diferenlial von V. InBezng auf Xo, Su gebildet ist, nnd statt derln- 
cremenle beliebige Constante, nnd zwar Jedesmal andere, sahstitnirt wurden. 
Carlsmhe, im Juni 1861. 
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Sur une formule relative ä la th<^orie des nombres. 

(Pur M. EmiU Mathieu k P»m.) 



IDesignons par m ue radno de la cm^rnence irrMnetilile 

(0^+0)+ 1 = 0 (mod.2), 
et representons huil nombres par 

f * f t 

ar,,, Xi, x^, Xi+^j aio) X|, x^, ^i-fM* 
nons aorons l'^galite suivante: 

(-^) ( + (xox; - X, xl, - X^ Xi^ . + X, ^„ xj' 
r +(xoX^— x„xb— x,+„x', + x,xi+„)' 
* +(a^i,xl+«— x,+„xi— x,x|.,-|-x^xl)'. 
Cette formule, sauf la maniere de representer les iiuit nombres, qui nous est 
propre, est uno egalite trea connue due a Euler. La furiuule {A.) est tres 
ftieOe & poBer; car lea denx dand^res Ugnes da seeond membre m dMmMiit 
de la deoxiime par la aabstitittion drcnlaire {», cos) falle mir leg tadioea, oa 
ce qoi rerient an nAne ptyr la aabatitiitioii 

(«i«5»«i+ii) («i 
Mle aar les nombrea de la fbmnde. 

Nona Toyons d^aprea oda q«e nona auroaa dans le seeoiid iiiead»re lea 
quatre mtaea carrda ai nona faiaons snr lea indioea k pemnilation drenkdre 

(1,0», l+cü); 

on verifie ensuile que la composition da second membre n'est pas non plua 
allerie, ai Ton fait aar les indices la permatation drculaire \ß, to, cd*) oa 

(0,0», 1+«). 

Ob conclat de Ii fadlement qae par la pemrolation des qualre indices 0, 1, 
ttf, \ -\-(o le second membre ne peut doiiner que deux decompositions differentes 
en qualre curres: autremenl dil, des 24 permulations de re.s 4 indices, 3-x4 
donneat une decouposilion en Corres, 3x4 cii dumient une aulre. 
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Malkieu, tur une formuU relative ä ia tkiorie de* nombnt. 



Pemntoiu In 4 nombres x,, ar,^„ de loules les maniens 

poifihlAi; permutons de oiöme entr*eiix les 4 nombres j-,',, x'^, x'i^^ et 

DOOS anrons (1.2.3.4)* permulnlions qui ne changent pas le proinicr tnembre. 

Or elanl donnce une quelconijue de ces permutalions, il y en a 3x4 qui 

donnent pour le second membre la nieme decoinposilion en carres. Donc on 

(12 3 4y 

obtiendra de la sortc pour le secoad uiembre - = 48 decompositions 

differentes en quatre carres. 

Donnons mainlenant ä la lettre u) uno aatre significalion, et sapposom 
qu*eile represente une raciue imaginaire de la congraence ^ « (mod. 2); 
prMUHM pw ezAinple pour a wie redae de la eongmenoe IrrMnolttle 

(«.) tf'+o+l = 0 (nod. 2X 
et lepriientons 16 nomlirea per 

XQy *I-Hi« *1-H»«« *I-Hi-H«*9 

iHHis aaroBS la fonaale sutraDle: 



iß.) 



+ 
+ 



+ 

+ 



(XttXi—Xi9^—X„x't^-\-Xij^^x'„ 

(«oar^+w» — — + Xi Xi <.„+^A 



-\- Xi^.„x'i^\ 

f Xü Ji-^a>+„» Xx4.0^aiXu X|^.„t -j" ^«("^H wlN 

\— «1 + — ««t «1 +x,+^ a?l,t / 

/ XuXi^„> Xi^Mi Xu XiX^» -f"X(ji Xi \ 
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Celle ^galite peul ölre formte au moyen de la regle suivante: On 
dHatL \mu Im tvnH da socond neabm qni sohr«iit Is deizieme n moy« > 
de cehii-ci, «o effecHumt mr Im Indtoes la pematation eirealaira oa 

(1, Wf U^, 1+0», ll»+«l^, 1+01+»', 1+«^), 

Qnaiit anz rifOM, ib aont entiereaMiit ddmninds par la eonditk» fne Im 
toraief ful igvrant dans 1« weaad meBbra de la forande {A,) m retrovrettt 
avee lei mdmes signes dans la formule (J?.). 

Celfe formule est aussi Ires aisec ä verlfier; car il suflit de constater 
quo tous les doiihles prodaits provenant du devoloppement du second cnrrp 
•onl delruits par les doubles produils des aulres Corres; puisque lous ces carres 
(laof le prämier) se deduisenl da second par une möme permutation circulaire. 

La Ibniide i^B.) a dtd bwarda par H. Prouket «I Coy^*); on Toit 
qa'elle mI trH facU» k «Atanir av moyen de notre Botatioa, «i de la rifl^e 
qine mm« Tenoos de doimer. St daaa cette formale, on fail 

on relombe anr la foniole (il.)* 

An lien de prendre penr cu une radne de la congraenee («.), on 
avraB pn prendre enooro nne racine de la congraenee irrddnettble 

4D*+iD*+l s 0 (mod. 3) 

dent les racines appartiennent anni i a^sa (mod. 3), et on serait arriy^ 

a un resultat semblable. 

Au Heu de prendre la sorame des carres du second rnembre de la 
formale (B.)^ considerons une fonction symelrique queiconque de ces huit 
carres. que noas appelierons 0. 

4» reate inrariaUe si Ton fail rar Im indicM la perrnntaUen dreolaire 
(1, tu, u)\ l+u>, io+al', 1+0»+«', t+tü'), 
qui peut anwi a*dcrire 

a ^lant na dei nonbrM 0, 1, 3, 3, 4, 5, 6. Remarquona mainlenanl qae le 

*) L« formal« dont U a^agH et au moyen de laquelle le prednit d« denz tomnaa 

de huit caiT(5s est repr^sentÄ »ous la mfme tonne a t5tt^ donnt^c dan» le cahier de 
mar» 1845 du PhilosophiGal Magazine par M. Cajfltjfs le cöduietre irlandais M. J. T. 
Grates I'avait dejii trouv^e ant^nearemeiit la m di« ]8«3 et l'avait communiqu^ 
M, HamiUon daaa od« lettre <crite an oommimceweDt de 1844. (Voy. Proceediaga 
of tb« Boyal Iruh aeademy 1847, Jan» 14.) B. 

jMoml ftr Mift<n1ft Ui. LX. Ihfti. 45 
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354 Mafhieu, rar une formuU relaiioe ä ia theorie des nowtbrea. 

draxite «orrt. seoond manbra d« T^fililA (B.) p«rt «ra wui toit: 
il Mt done invariable ]>ar cette anbitilaUoB effeetnde rar laa butteaa 

•B 

on eoBolat ia Ut qae la fondioii ^ ait iBvarlaUe par tmrtea las parmolatioaa 
ranfamdaf daaa raxpraasloB 

(6.) («% «-^n 
Ob vdrüa anmita qjaa.Ia fMielion ^ ail isvariaUe par la pamBtatkNi cmsalaira 

(c.) (0, », »*, »*, »*, a*, »*) 

OB 

(0, m, tO'^u^, l+tt-fo»*, 1+0», 1+0»*); 
las expoaaata |, | , elc. repr^ntent lea nombres entien aiaaalds raapaathraaiaBt 
i 2y 9t eto., aBivant le modale 7. 

La pamBlattoa (c) peut a^torire 

(u>% tu"), 

et la foacUoo ^ etanl invariable par celte permatalion et par les peraiulalionä 
(6.), est inmriabia par ka 3x7x8 penBatatioae 

(«% ce^) 

paar leifaelles ad — bc est risidu quadratique de 7. Ainsi nous voyona 
encore qne oes 3 - 7x8 permatations n^nliererant pas la composilioB des 
earres du socond membrc de la forniule (B.). 

Dans fegalile {-Ii.) permutons le? nombres x,, .... x..,, de 
toutes les raanieros posi-iblcs. puis aussi x,',, xj, x^, . . . , x',,. et nous auron.s 
(1.2. 3... 8)' permutatioas qui ne changent pas le premter memliro, mais qui 
changeront aa yfadral la oonposition des carres dn aeeond membre; la 
nombff» da eea parmatalioBa qid ae ebangent pas la compositiaii dea.cnrrda 
da aaooad Bianbra dtaal 3.7.8, ce daaziima meoibre aal niceplibla da 

f 1 2 3 8')* 

prendre ■■ \ j h~ ft^nu^* Ob bb conclct qae la formnle (B.) donne par la 

({ 2 8V 

permalaüon des iudices ä 7 - j - — = 9676800 decompositions ea huit carres. 
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Ce qui prec^de nou cottdvR fovt Jiatardleiiirat a quelqaei remarquM 
sw \»B fiMcUou de hnit qBUittUfl; lei olneiTatioiis qne Aons alloii» foUre 
Bon MoleoMnl mhiI dteonMes dWe lunüro partfcvliire,' nali conne Mllas 

qni Viennent d'ötre fallei, ne flont pas sosceptibles de gtodreiisalion. 

Si Ton cxamine avec attention la fonnale {ß.\ on voil facilemenl que 
les substitutions oiTorliiöo« sur les indices qui laissent <P invariable ne duuigenl 
pas noD pius la fonction F symölrique des foQClions saivaiites: 

rinii la foDCtion F est ImritUe |Mr lee waSMUMÜmm 

pour lesquelles ad—bc est residu quadralique; mais eile est invariable pur 
d*autres subslilutions ; en cSvl In function F' symetrique des fonctions 



^1 x„ 



1 t Ol '''1 fw» •'"(.iJ 1 



^«•''14 wt •!> ^1 fw« •^.J "^i* f <.i> "^1 *'"i + <.. 1 

est ane fonction trois fois transitive qui a 30 valeurs *) ; or on passe de la 
fonction F a la fonction F', comnie on peut le verifier, par la rabstitation 



on 



(ctt, l+ö», 1+ w', tw + 1 f + tü*) , 



«) Joaraal de IL UumrtUe, 9-»a<rie, tomaVI, p^^S07. 



45 
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356 MatkieUf sur une formuU rtlatwe d la ikiont äet nombnt, 

et OB passe de mtee F* ä F. .Doac la fonetton JP eet me fooetUm mit 
firie transitive qai a 30 valeun. 

D'apres cela F—F' on, si Ton veut, la fonction fonnee par la eomme 
des ternies (C.) pris positiveroent et la somme de? termes (/>.) pria negallYemeflA 
est une fonction invariable par les suhslituttons 

V.«»', w^+'J 

pottr leiqvelleg ad—be est Min qbadnlMiue, et qni ■ 240 valenn. F+F* 
eit de plna inYariable par (o*^»**); done eile ert invariable par les sab- 
slitiilioiif prtoideKtee, ad—bo MmA alon qvdeonqne (exeeple aero); 6*«il 
aae fonction trols fois transitive qai a 120 valenn. On pent prendre paar 
oette fonction la somme des termes (C.) et (/>.). 

On aiira encore une fonction invariable par tontes les substitntions 

povr leafneiles 0tf-4e est reddn qnadralique de 7, en rempla9a]it daaa le aeowd 
BMibre de la fbromle (B.) let par taaa itoi ehanfer anx indiees 

Paris, le 19. aoYenbre 1861. 
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Tables des formes quadratiques binaires ponr les d^- 
termmaiits negatifs depiris B=r-l jusqu'Ä i>=~100, 
pour les d^terminants positifs iion carres depuis 
jusqu'Ä I> = 99 et pour les treize d^terininants 
negatifs irr^guliers qui se trouvent daiis le 

Premier inillier. 

(Pw IL iL O^fay i LoBdiM.) 



lies tabies suivanles sonl arrangees de la maniere prescrite dans les 
^wfiMltfpiMtartt^meijOfid*. Dsn 1« ateioire de Lqeune Dirichlel „Recherches 
wu dhrersM afpUotfions de ruMlyse i Ui Ibtorie de* nombref« tom. XLY (1839), 
f. 388 i» M Journal ob tromro un taUem daw lequel los rö^les ^ sarvant 
h former les caractares des gcnros sont risam^aa. BxäX D^PS* ou 
5' dMgaant le plus grand carre quo D contient, et P un nomlvr« fa^air^ 
soient de plus p, p', p" . . . les facleurs preraiers inegaox de P et r, r', r"... 
les nombres premiers in^pairs qui divisenl 5 saas divisor i>; AcriTons eafin 



pour abreger ««sC-)^, aala poa« OB tronve k TaBdroU ch« 

le tableau suivant: 

Promiar cas, D = F8\ Pst (med. 4) 



5^1 (mod.2) 
8^2 (mod.4) 
SbO (mod. 4) 



m 

Deaxieaie oas, D^P8\ Ps3 (Biod.4) 

m 



m 

T 
m 

T 

m 



m 
r 



m 

7"' 



-1 TT, 



5^1 (mod.2) 
«5 2 (Biod.4) 
fisO (aiod.4} 



m 



r 

m 



» TT» 

M 



358 Caf/len, tabUs de formei quadraliquet. 

Troisieine ew, 2P8*, P » 1 (mod, 4) 



S ^ 1 (mod. 2) 
8»0 (mod.2) 



'Pf 

Qualrieme cas, D 2PS\ P ^' 3 (mod. 4) 



m 
r 



(mod. 2) 

5sO (mod. 2) 



III m 



m 

m 



m 
r 



m 



. Dans ee JtaUemi !• nolatioB dans laqMlle fenato las parenthdaes 

nntaaa, dgnifie la caracUfe d*BB nonbre foalconqie m par rapfwrt au nombra 
prenier impair p, e. A. d. qua ai aal rMd« ou non rMda da p laloii üae 

SS 4-1, ou s — 1, de ndna ^ eslle earactira de m par rapport an lOMbre 4, 

aavoir m i~ 1 ou 3 (mod. 4) seloo qae J = +1 00= —1, enfin f, de aont las 
earact^raa da m par rapport an nambra 8, Bavoir ai » 1 ou 7 (mod. 8) ^om 
$ SS +1, ä= 3 0« 5 (mod. 8) ponr «»—1 ; ais 1 oa 3 (mod. 6) ponr ^e=+1, 
^5 Ott 7 (mod. 8) ponr ^<b— 1. Si ponr vn ddlermiaanl doiiii6 oa vmil 
formar an moyen de ce tablean loa aaraclerea daa gmros, ob prend la ligae 
horiaonlalo qof coBVfoBt k eo ditafmiBant; i lona laa earaeleras y , ... 

. dt qni aa tronreat daas la Kgne boriioalale, oa allribaa 

les aignes + ov — voloatd, arao eelle reabidioB cepeadaat qae le sigae 
compoad dos sigaas qd so tronront dmw la preoit^ pwtie de la Ugaa doat 
il s*bkU seit positif. Si par ezemple le d^lermiaaat donad est D « *-35, oa 
• l>s~35«P5*, I>»-86»1 mod. 4), S^isi (mod. 9), les nombro^ 
p, p', ... soBt 5« 7i et les slgaes qae Toa doli ooasiddrar soat -j-^ -j" 
Dali oa obtieal les caradäras 



m 

T 



m 

T 

+ 



il y a donc deax genre» de Tordre proprement primilif. Dana le cas donl il 
s*agit (et en general ponr D = 1 (mod. 4)) II y a un ordre improprament 
primHif ayac des goBras qal oat les caraelAres identiqvas- ä cenz des gaaras 
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de Pordre pruprüiiiciit primilif, les caracleres se nipporlant dans cu cas a ia 
moilie d'un aombre quelconque represenle par la forme. 

PoBr fadliler Ilnpreaiiüa din laUes mtroduit dmix nottveUes 
lettre« a el /9 doiit Told Ii dMnitioii. Ponr tone les dAteradunls auupieb 
se nppwteil mes tables e. a. d. ponr les d^tenninaiils ndgelib qoelconques 
et poiltifs noD-cerres depnis —100 jnsqu'ä +99 aihsi que ponr les döter- 
nimnts n^getib IrriguHers du premier millier je nombre des facteurs promiers 
desigTies ci-dessus par It s XeWrcs p, p' , p" . . r, r', r" . . . n'excede püs dcux. 
Seil donc q le plus pelil de ces facleurs premiers et q le plus grand lorsqu'il 
y en a deux, je dr^igne par a le caraclere et par ß lo cararterc • 

Dans ia colonni- relative a la composilion et porlant riii.-criptimi Cp. 
je represeiite coninit' a rordinaire par Tunile la forme principaK', par la 
lettre c one forme qui produil par la duplicalion in forme prmcipale, par 
les letlres 4, e . . . des formes qui la prodidsent fm Ia friplieatioii, la 
^nadniplieatioii elo., de mimtire qae Toa aU e*»l, «Pesl, ei*»!, 
I^sbI, A'ssl, ^sl, /ss 1 ete. Les notalloDs 4, 4 per »eaiple signifteal 
denx formes dUKrentes doot chaoune prodnit. par la Iriplicaüon la ferne 
IMiieipale. Je represente de plus per o la foraw ]ffiiicipule de I'ordre ini> 
propremenl primitif et par oc, ad . . . do? formos qui produisenl n par Ia 
duplicalion, la tripliesition .... Dans reniinuration d»'.* cla^ses. j'ai loujours 
ecril en premier lieu l'ordre pruprenieiit primitif, en le faisant stiivre apres 
aa trait de Separation par l'ordre impropremeut primitif lorsqu il exi»te. Dans 
chacon des denz ordree les diTors genres se tronvent sepsrds ran de Tantre 
par des tralls subordonnds. 

Poor les ddlenainaBts pesiHfs les periodes sont doniiees par ne 
«breviatioB fädle a oooprendre. Cliaqiie fome de la pdriode ayant son 
dernier coSfBcient egal au premier de la suivanle cette valeur idenliquc 
eiä imprimee qu'une fois. de plus les coeflicients exterieurs n, c des foraiOS 
(a. b. onl elo di.sliiigues des coefficients h en impriiuant ccj; derniers en 
caracleres plus petits. Ainsi pour le delerniinunt 7 la periode de la classe 
principale (1,0, —7j est donnee par Ics nombres 

1, 2, -3, 1, 2, I, -3, 2, 1 
qui representent la sdrie des formes 

(1, 2, -3), CtJNt 8), <-3. 2, 1). 
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C«jrl«f , toUet d» fmwM fMdhrtiffM«*. 



Table I des formes qnadratiques binaires ayant poiir d^termiiuaits 
leB nombxes n^gatifis depuis i> = — 1 jusqn'ä D = —100. 
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4ä 



-2, 1, 4n 



+ 



4- 

' i 1 



1,«, — 14,0,3, f, — 14,», 1 
1,^,1.;,«, -8,6,14,»,— 1 
2,1', -7,«,6,«,— 7.\2 
»,«,7,0.— 6,». 7, 8,-^» 



9, 8, 5. 1, — S, s, 9, «, —7, », tO,T, »-3 
8,1, 10,3, -^7j4,»,^— «,T,»,I,— 9 
3,7, - 10. j, 7, *, -9,6,6,7, —5,iia 

l.^l5.7,-2,7,l5,^-l 

3,», —5.7,6, »,4»7,»,— I0,T,8 



4,9,-11,8, 11,«,4 
4.«, 11,8,— 5,t. 11,«.— 4 



1», -1,»,> 

2, H,— 9, i,9,%— 2,n9,i,— 9, »,2 

3, », -6. «,11,7,— 3.1», 6, 4,-11. 7.3 
3.T.— 11.4.6. »,-3.7.».«, -8^>.3^ 



1,1k— 8, «,1 

I,«, -3,v, 1 

4,a,-»,T,9,i.— »,1,4 
4,«,5,T,-T,».S.«,-4 



1. ^-*.7,^,^.-9.7.4,«,-J.l.,4,;,-»,^,9,:.- 4,*.1 

- 18,:,3,»,~7.»,7.»,— S,7,12, >,— a,s,12,7,— 3,e,7,s,- 

2, w,-3,P,2 

10, 5, - - ü. 7, f., 1, — 1<». C, 6, :., 10 



7 



- D. «, 10, 4, —7,3, II,», —2, B, 1 1, i, -7, 4, lU, i, 9, 1 
■l,si,5,*, - lU,4,7,s.--l l,«,2,«; — 11,3,7,1,- 10,^i,». -1 



1, «,— e,*,! 

-1,8,6.1», I 

2, »,— 3, »,9 

2.v,3,». -2 



I, «, -7. t, », 4, — 8,4, 9. i, —7,«. 1 
- 1,«, 7, s. <-9,4,{).«, — 9, 7,>, — 1 

4,1, — 13,7,3,«,— «,f, 3.7. - i:<,<.,4 

-4, f. l^._|i_ 3 .^8.l).- .1. 7, 1 3_-^_4 

1, y -h,;,:.,B,- 5,;,»,!-, 1. T. :t.-,'j,7, ■ ö,i»,i " 

2. ^ -4.:,1(l.;!.-8.i,b.:i,-l<i,:,4,.. - 2,i.. 4,:, l<>,J,8.'i, 
UV:. - 4,». 2 



1, y.-,i 

1, '>.9.y. — l 

2, s -13,4.5,1, t.H.^ 2 
2.!'. 13,», --5,4,13.», —2 



1. •, — 10,1,9,»,- 3.7,14.7, -S,i».9,i.-I0,fc 1 

1. !',l0,i. i>. I4.7..'..-. -«i.i.io,», - I 
2, 1., - ä, c, 1 1 , 5, 6, 7, 7, :. - t», i, 1 1 , «t, — 5, i», 2 

2. «. — 1 1 . 6. 6, 7, — 7. 7, 6. i. i I s, t, — a 
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1*? + 

M — 



1, 0^ 
-1, 0. 



1. 



4« 



4« + + 



TS 
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1. 0^ 

1, Oj_ 
3. V 

2. 1. 



-95 
_» 
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■1, 0^ 

3. 

-3. 0, 



-96 -l- 
9« - 



t, 1,-« + 



+ 



1,9, — la, a, 7,«,— 11,7,4,«,— 3, »,4,7,— 11,4, 7,»,— IS,», t 
t ,», 13. s, - 7, i,||,r,-^f^S,tb -4,7,11,4, -rT»l»ll,lb—fl 



1,», 13,4,6,8, -5,7, 9,1, -MAS,?,— MAM>— M,nSA-fO,t, 

9,;, 5,1,6,4, 13,»,1 

l,v,13,«»-6,»,0,7, 9,3,10^%— a,*,tl,«,^>,l,«S,n—>Ai<Mi 
-9,t,&,»,~»,«,13,»,-l 



t.»,— i4,i,s,i, -14,», r 

l,»,14,t, -5,»,14,», — 1 
8. »,-7, »,10, »,-7,»,» 
-1,«,7,», —10,11,7,1», -3 



l.»,-l»,«,4,t,-15,«,l 
-l,»,1S,«,-4,fl,tS,«k— 1 

3,»,-5,«,12,e, -5,9,3 

3,«,5,<i, -12,«,5.9,_-3 • 

1,1», 16 7,3,»,^! iTjT», » . — 9,4, 9,*, - 8,»,lt,». -3.7,16,». -1,«, 
16,7, ^.«,11.3, H,s,9,4, -9,s,8.s,— ll,t,3,7, — IS,»,! 
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1, ©ij 

1, 0. 
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1,»,-17,»,8,B,-17,»,1 

-1.9.17,». -2,*. 
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t. 0, 

2, 1^ 
5, 2, 

5, -V 

t. V 

5, 2. 
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-19 
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2,9, 9,9, -2 
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Table HI des fonnes quadratäques 

minants ii^gati& in^gnUacs dn 
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I. 

11. t. 

II, -a. 

nt, 8. 

0. 

-t. 

9. t> 

30, 6, 

M. 12, 

M, -1. 

M. -5, 

»1, 1, 
29, 

27. 
IS. 
3. 



CUmm 



755 
44 + 
U + 

189 + 
W + 



-r 
+ 
-I- 

+ 

+ 
+ 

+ 

151|+ + 
»4 + + 



im + 

69 

39 + 



M + 
39|+ 
31 
3« 
39 
36 + 



31 



+ 



IS. 
IS. 

w, 
a, 
I», 

18, 

*^ 

IS, 

T. 
lt. 

23, 



1. 2« 
-5, &2 
-1, 252 

-I, loe 

-i. 33 

5, 6S 

13, 33 

a, 60 

-1, 63 

-1, SB 

I. ssa 

i, 53 

-13. 83 

1, 63 

- 5, «0 

1, !0B 
-5, 65 

2, 33 



+ 

8e|+ 




a ^ <f I 4 



t 

42 + + 



Cp 



1 
d 

*\ 
4ä\ 

»» 



11 



» 

*d* 

»</» 

t' 

t> d 

r*d, 

t*ddt 

t'd*dt 

t»d] 

e'dd* 

**d*dj 



-2.487(1 



ClMtei 



1, 
9, 
9. 
4. 

31, 

|25. 
4, 

•5. 

31. 

'A 

20, 
33. 
90, 

5. 
23, 

5, 
20. 



0. 891 
3. 1061+ 

3, 100 + 

1, 223 
15, 36 + 

3, 3« + 
1, 223 + 
3. 34 + 
15, 3fl|+ 

+ 
+ 



«1 
4* 
f, 47^+ 
11. 
3, 45 + 
2. 179|+ 
-II, 
-S, 1791+ 
-3, 45 + 



2. 
18. 
18, 
|22. 
10, 
10. 



1. 446I+ 

3, 

3, 501+ + 
11, 46 

3, 90 + + 

-3, 90 



50 + 4- 



o 

ad 

ad* 

flc« 

9t* d* 



&9d 

ard* 

ae* 

at^d 
at'd* 



1. 
18. 
1H. 
31, 
30, 
l3, 
31, 
IS. 
30, 

2. 

», 

9, 
25, 
15. 
30, 
25, 
30. 
15, 
27. 

3, 

6. 

'j, 
II, 
13. 
«0, 
26, 
22, 
27. 

6. 

3, 
10, 
22, 
26, 

5, 
13, 
II, 



0, 974 

4, 55 

4, yj 

7, 33 

U. 39 

4, 66 

7. 33 

4, 66 

14, 39 + 

0, 487 + 
-4, 110 + 

4. 110 

1, 39 



1. 65 
4, 



1. 
4. 33 
-1. 65 



5, 37 

1, 325 

2, 163 
1, 195 
4, 90 

1. 75 
4, 99 

12, 4 

4, 45 

5, ■^ 

2, 16H 
1, 325 
4, 99 
4, 45 

-12, 43 

-1. 195 

-1, 75 

-4, 90 
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+ 
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39 + 
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d 
d* 

dd, 

d*d. 



dd\ 



c 

cd 
cd* 

'd'd, 

cdd* 
cd* dl 



ad 
od» 

ae 
9td 



1 

d 
d* 

dd* 

d*d\ 

t 

**i 
t*d» 

t*di, 

t*d»d. 

**d* 

**dd* 

**d»dl 



t 

«d 

td* 

ed, 

tddt 

Id'dt 

td* 

rdrf« 

t,fd; 
t* 

e»d 
**d* 

•*dd\ 
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Note 8ur relimination. 



quelconfMt dM 4«grtt m m nfpeeUTMart. Dteokwf p«r («»y)* 1k nU« 
eotUre on seolemcst m pwtf» de la suite de tenMS «B'^'f« • • • Jf% >^ 
en preMBt ^^m^», fonnons le d^terminant 

{(x,y)'-(/,(x,yr-K}. 
Cette notation signifie qu'en supposant les sailes (x, y)*^"!/, (a-, y)*~"F com- 
posees reapeclivemeni de p et de 9 teraes et posaot p-\-q = » on forme le 
dMerniDant 

• • 

dans leqael les differentes lignes (chacune composee de 9 termes) sonl «e 

d«vient («, («, y)'""F, lowqu'on y mksUtue («„fi)» (««»Ih)» ••• («o»-) 
meMSaivement aa lieu de (j*. y). 

Le determinant que je viens definir est divisible par le determinant 

notation qai est eqniYalente i: 

«t duis laqnelle (fl^f)^' dteole la nita mlMre 4m lermes ^^f* ••• y*~*' 
No«8 obtenons ainsi une ^qnatloB 

«. A d. fM 1« qiMliMit eat dn degre f par rapport miz «oellaiiida {ja, . . .) 
da degid q par. vapywt aas eoaüdeiila (b, . . .) el da dagrd — a+l par 
rapporl A dwqna aysliaie da TariaUaa («i,fi}, . . . ^ Mppoiaiil 

I^,bQ, V; = 0, on obtieut 

^Rlion qai snbsiste qtielles que soient les valears des variables (a^at yO — ('t>f«}< 
cel« donne une suite de (<9-«+2)*~' equations chacune de la forme 

0 = (a,...)'(6,...)*(*.,y.r*". 

En considerant un Systeme quelconqne de 0— «+2 de ces iqualions, ponr en 
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Cayiej, nole ntr riMmmatiom. 



diminer tous les termei de (x,,f|)*~*^, m ofctilliiri M VifUÜm iiMtf|i» 

0 = 0, on nne ^qnalion de la foma 

oü F sera un detenniaant de Tordre 0—9-{-2t cba^ae teme eUal de k 
forme (a, . . (^» •••)•• 

C«k poi6 il MiMt fie F tvalkmhm eowne fadeor U foidiM 

□ «(•,. ..)-(6,...r 
qni «H l6 nndlMt det den efutfrat ir«0, F^O. Bb p«Miw, m 
«nra l69 deux cas qua void: 

r. Seit =iii+«-i, et auppoMu («,fr*ü; («^fr^r, U- 

BOtont les niites entieres 

jT-'U, X' 'yU, . . . y- 't/; x^T, «-^f F, . . . f— »F, 
noiu aarons p = », q = m, $ — m-f «, Ö ^2 = 1. et delä 

F= (a,...)"(ö, ...r- 
donc i^sO. Ob lus peine qae Ton oktiaat de eetle aMiiiere le fM* 
tant MUS la fome d'oi ddleminait de Pordra ai+a, le ntae qie Tea 
oblieBt en dUmiDam les lenes de eirtra les dqaelioos (s,f]r-*r»o, 

2°. En sapposant «•>:»; on peit prandre 0 = m, ce qid doaae paar 

(x, y r le seul terrae t/: Reduisons anssi (x, y)'~' T an senl tenn« 
j^y" " " l (o designant nn nombre entier arbitraire entre 0 et m — n) c. a. d. 
au terme x"" V on y"~" V dans le ca£ des deux valeurs extrenes de a. Oa 
a ainsi p — 9=1'» < — 2^ et delä 

^ F « (o,. ..;"(*,... )'• 
DoBc F )"~'0) e. &. d. qae Toa oblieal le rdmdlaat □ aUbcld d*aB 
Üidear (o»...)^ qvi ae eoatteat qae les coettdeals de I/^, el qai est de 
Tordre ai— • par lappoit a ces eoefficienls. L^c^reiRiea de oe faalsar paMt 
mn troarde asses liicileBient. Dans le cas dn terme x*~" V, c. a. d. poar 
a = fii — », le facleor sera " (jJr designant le dernier coefficienl de la snhe 
(a,...)) et dans le chs du terme y'" V, c. a. d. pour a = 0, le facteur sera 
a'^'. >lais en ?uppo!«ant m =- n on a tont simptement F--D, c. ä. d". qae 
Ton ublient le resultant sans facteur etranger. C'est suus celte demiere fome 
que j ai preseald h awlkode abragde de Aaeef daas la Ism LDl, p. SM 
(1857) de ee Joarnal. 

loiidres, 17'*-' ddoeid^r« 1861. 
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Ueber die richtige Werthbestimmung der C/onstante 

des Integraliogarithmus. 

(Vm Herrn L. Otttm§er sii Frdlniig i. B.) 



Constanle des IntegrallofiriUimus and der bamoa'ueheB lUflie 

kai bekanntlich denselben Werth. Dennoch werdea bierfflr von Mtucheroni^ 
ftomty Söldner u. A. verschiedene Werlho angegeben. Euler (Act. Aoid. 
ScieDl. Petrop. p. A. 1781 P. II. pg-. 45 et sqq.) giebt folgenden ao 

C = 0,577215 664 9015325, 
Ma$chero/u (AdnoU. ad Etilen calc. inlcgr., welches Werk mir aber nicht zu- 
gänglich ist, weswegen ieh nf Laeroix InM d. aale. diff. el int. T. Ol, 
Pg. 521 nad aaf Bemeb Aafsato (Ktaigsberger Arehiy 8. 4) Terweiie) 

e = 0,57721566490158886061811809008889, 
iSoMwr (Thdor. d*nae nonv. foaeL transc. Munic. 1809, pf. 13) 

C = 0,577215664 9015328606065, 
Qam$$ (Cmm. sec. reg. Scient. GoU. reo. V II nd. A 1811-13 T. 11, p.36) 

C ^ 0,577 215664901532 860606 53. 
Ausserdem findet sich dort folgender, auf seine AufTordening von Fr. B. G. 
Nicolai doppelt berechneter Werth 

C 0,5772156649015828606065120900824024310181. 
B nk ekn ei der giebt in dieten Jenfaal Bd. 17, 8. 260 den m ämMÜmmd mXL- 
getheOtea Werth aüt der Beaerknag aa, daia er vea Ermtp aa^efluden sei, 
ehne den (kl, wo er sieh Indet, an betef^aea. 

Euler, Soldner und Gauss haben den Werth ans der Samme der 10 
ersten Glieder der harmonischen Reihe berechnet, Masekeroni aus den 100 
ersten, Micolai duppelt ans den 50 und 1 00 ersten Gliedern. Die Gleichung, 
welche zur Rechnung dient, ist bekanntlich 

11.) c = s,-i„.-^+^_^+^_jej,+..., 

wenn S. = l-l-i+i+—-l'-^ md.St^ B, ... die BermouUiaehm Zahlen 
benelchnea. 

Die Werdiberechnung ist mit groeser H<he veihnnden, will man die 
Summe der ersten 100 Glieder der hennoniieben Reihe darzntlellen hat. am 
mit Sicherheit eine Entscheidung geben zu können. Die Arbeit lissl sich Je- 
doch nach folgender Methode sehr abkäraen. 
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Oetttnger, über die Onulanle dcM InttfraUogarUkmm». 



Beseichnet man die flaMBe der • fnUn offitoi GHtdar 4m lur» 
matiMkM Reihe dnrck 

mid die der • eniea faradee dnreh iiS,=>i+i+i+"-i-4r« to Infc nen 
felgeade Beiiekangen 

(».) w»* (8.) 

Nadi diaMii Giekhnngen redMirt sidi die Auutfraeg dev 100 cntoB Glied« 
der Reihe nahe zu auf die Hfllfte der Arheit. Man kann nfimlich von den 
sechs ersten Gliedern (Se) ued den 6 ersten nn^raden auf hierauf 

nach N°. 3 auf S», und dann nach N°. 2 auf S^u und 5„„ übergeben. Die 
Rechnung wird dadurch erleichtert, dass nur wenige Glieder auf Decimal- 
brücbe von sehr grofsen Perioden führen. 

Da bisher die Summen, worauf die Glieder der harmonischen Reihe 
Ähren, nit Aeiaehne Toa 8»^ so Tid Mir bdemil, eicht enlfelheitt iied, ao 
■oUen felgende, aif 48 SteHra beredmet, hier •stehen, wednrdi Gelegenheit 
geboten ist, die RlehUgkeit der Toa aihr gefondeneo Resnltale mit geringer 
Hihe nach N". 1 prüfen zu können 

,S,„ = 2,928968253968253..., 

\s^, - 3,597739657143081911483769068908387793836711, 
(4.) /S» = 3,815958177753506869134813676474734 190618190, 
= 4,499205 338329425057560471792964769091970601, 
\Sm - 5,187377 517 639620260805117675658253157 908971. 
Hieraus hdbe ich an^ N*. 1 felgeade Werthe daroh die Snmnie der 10, 30, 
50 aad 100 ersten Glieder der Reihe gefaaden 

!C » 0,577315664901 »38860561 
C = 0,577315664901533860606513063 
C = 0,577215664901532860606512090082402419 
C - 0.5772156649015:^2860606512090082402431042155. 
Der erste Werth \A auf 18, der zweite auf 25. der dritte auf 34, der lelxle 
auf 40 Stelleu richtig. Die vorliegenden Werthe stimmen bei vierfacher 
Rechnung unter sich und mit den von Gauu, Soldner und Nicolai berechneten 
•hevein. Bierroo weicht der von Ma$ekerom, Bemel, Laenkc aad der ia 
diesen Joarnal angegebene ia der 30—83 Stelle eh. Br ist daher wohl eb 
naridiüg la heaeiehaea. 

Freihalf, in Odeher 1661. 



Digitized by Google 
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Am 45"'" Bande dieses Journals (1853) pag. 239 habe ich die Aus- 
messung der Körperslunipfe nach der Formel |^4if-f-G-r A ) hehandell, und 
zugleich Iheils auf das Programm des Cölniscben Real -Gymnasiums von 1849, 
in weli^MB iieae meine BntwickefamfMi ichon enthaltan waren, theUs raf den 
leHden enehienoien dritten Cnnos meines Ldiritnelia der Mathematik (Beriin 
bei Georg Reimer 1854) hingewieien, worin die dementare writero Ana- 
Ainung rick ftndel. Idi nannte im Allgemeinen Jeden Körper einen Körper 
stumpf, der ans einem anderen Körper herausgeschnitten ist durch zwei 
Parallelebenen, die lieinen Eckpunlit desselben zwischen sich haben. Bei 
ebenflächig begrenzlen Kftrpern wurden diese Ausschnitte, selbstfindig be- 
trachlel. von mir Trapezoidalkurper ffcnannl und die Ausmessung derselben 
anf die Ausmessuug stehender, hangender und schtrebftider Pyramiden zurück- 
geführt, aus denen alle solche Körper zusammengesetzt sind, wodurch sich 
die AUgemeingOltigkeit der obigen Formel filr die GmndflAchen G und IT, für 
den Mittelschnitt M vnd die Höhe A sehr einfach ergab. leh hake ferner die 
Anadehnnng der Formel anf die Kngd nnd slmmtli^ Undrehnngikörper der 
Kegobdiiütle ganz ekmmiar naehgewiesMi. Die Arbeiten meiner Vorginger 
in dieaen üntersochnngen habe idi gewissenhaft angegeben vad die Widttig^ 
kein des Satzes fflr die Elementarmathematik mit dem Wunsche herausgehoben, 
dass er in die LehrbQcher übergehen möchte, wie ich ihn in das meinige 
aufgenommen. Nun hat Herr Professor Dr. Theodor Willatein im Jahre 1860 
eine Monographie hernusgegeben (Das Frismatoid, eine Erweiterung der 
elementaren SlereomclriL', Hannover 1860 ), in welcher er den Körperstumpf, 
den ich Tiapetoidalkürper genannt balle, als Pritmaloid in die Elementar- 
stereomelrio^einfllkii und, wie er meint, als etwas giua Neua. Recensenten, 
die eben so wenig, wie er selbst, die Vorarbdten kannten, haben dies ihm 
bestitigt nnd in dem in diesem Jahre ersdüenenen Lobrbndie der Elenwntar- 
Matbematik (Hannover 1868. Zwdter Band.) spridlt sich Herf Witttteh in 

JmmhI m tUOtmuMk N.LX. BMI 4. 49 




(Von Herrn £. f. Äi^uA) 



378 AuguMU lAtr ü» I4mHm IViMMtoUe nif dem TlrapeaöidalkärTtm. 

demselben Sinne aus, obwohl er Einig-es aber die früheren Bearbeiter des 
Salzes, jedoch mit Uebergehung meiner Arbeit, in der Vorrede erwähnt. 
Ich muss es den Mathemalikern, die mein Lehrbuch in dieser Beziehung mit 
den sehilgen vergleichen, anheim geben, in benrtheilen, wessen Beweis- 
fnbrung die einfacliere ist nad wer sogleich den Gegensttnd am Ersdi6prend>- 
eten behandell bat. Dass aber in meinem lehrbnche der Smta sirerfl «I« 
itereomelrisches Element enthalten ist, darf ich wohl mit Sicherheit behaopten. 
Ich glaubte der Sache und meinen geringen Bemühungen um dieselbe, auch 
diesem Journal, das meine Abhandlung veröffentlicht bat, diese firkUnuig 
schuldig zu sein. 

Berlin, im Februar 1862. 
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Zur Lebensgeschiehte des lHatheinafiken 

Ludwig Immanuel Magnus, 

D as Jahr 1861 hat aus der Reihe der hiesigen Mathematiker in 
iMdwig Inmemuel Magnut einen Mann durch den Tod ausscheiden sehen, 
dessen nützliches Wirken für die "Wissenschaft und deren Unlerricht vor- 
nehmlich im Bereich der analytischen Geometrie den Fachgenossen bekannt 
isl. Weniger bekannt ist es, dais derselbe sich unter den grössten äusseren 
Hindernissen zu einer Zeil, wo die mathematischen Studien in Berlin völlig 
duirfeier lagen, fut ohne alle fremde Hfllfe durdi eigene Kraft nun Ge- 
lehrten gehildel hat. 

Die nachfolgenden ZeOen, welche die Bedaetion heftwuideler Hand 
▼erdankt, geben in dieser Beziehung sowie flberhtnpt fitr die LehensvorhÜI- 
niase des Verstorbenen einige Anhaltafiuihte : 

Ludwig Immanvel Magnn$ wurde am 15'"" März 1790 zu Berlin ge- 
boren. Nachdem er früh seinen Vnlor verloren halte, wählte er, dem Willen 
seiner MuUer gemäss, den kaufmännischen Beruf. Auf der damaligen Handels- 
schule zu Berlin vorbereitet, trat er sehr jung in das Uandlungshaus seines 
Oheims. Die ihm daselbst obliegenden Arbeilen nahmen ihn so sehr in An- 
ipraeh, daas er hSnüg die Niehle m Hfllfe n^en moHle, und dennoch lieaa 
ihn aein Drang anr Mattieniatlh and nBtar dieoeK YerhlltiMeii 2eit fiaden, 
dmi RmeM grOndlich an Btndiren. 

Als im Jahr 1813 die preusslsche Jagend au den Waffen eilte, trat er 
als Freiwilliger zu Breslau in die Artillerie ein und wurde von dorl hald 
nach Neisse gesandt iimi zum Feuerwerker befördert. 

Nach dem Frieden fand er in einem anderen Berliner Bankhnusc eine 
für sein wissenschafiliches Streben günstigere Stellung, welche ihm gestaltete, 
in seiner freien Zeil an das Studium der höheren Theiie der Mathematik zu 
gehen, wohel er sich — mit Ausnahme etne« Versnchi, einen Cursus der 
Infinitosimalreduinng hei dem damaligen Gynmaaial-Profeiaor LMe dnreh- 
snmaohen — ledigUeh anf Sdhatsludinm heschrlnhie. 

Um Jene Zmt ham er in enge BerBhmng mit einer Genoasenschnft tob 
jungen Minnern, die, durch FiciUe begeistert, sich mit grosser Selbstver^ 
Iflngnung der Volkserziehung widmeten und im Jahre 1816 die CteMrsehe 
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Erziehungs- Anstalt in Berlin gründeten. In dieser An?lall fing Marjnus an 
während seiner Freistunden Miathematischen Unterricht zu erlheilen, in welchem 
sich ei^ne Klarheit und Begabung fQr das Lehren in gleichem Masse be- 
kundeten. Zugleich folgte er eifrig der Entwiokliuig der WiiBeoachaft nnd, 
indem er in den ■nigezeidineten Leistungen des damals ^nsigen matliefflati- 
scken Journals von Gergmme eine lebhafte Anregnng fand, begann er üch 
in selbslsUndigen Arbeiten ra Tersnchen, wovon einAnftats vom Jahr 1820: 
Soliilfon (Tun Probleme de giomelrie par M. M..,.$ in den ff<'r(70»n^''sehen 
Annalen lome 11 und zwei schöne Abhandlungen vom Jahr 1825: Theoreme» 
sur Chyperbotoide ä unt' uappp. sur le conr du second ordre et sur les co- 
niques spheriqui s und Drmimstration de quelques lhior^me$ sur let €Hveloppe$ *) 
in denselben Annalen toine IG Zeugniss geben. 

Bei der im Jahre 1Ö26 erfolgenden Verlegung der Cauerschen Anstalt 
▼tm Berlin aadi Charlottenbarg trat ifafim» in atter Form in das Ldirer- 
Coilegium der Anstalt ein nnd fond auf diese Weise endlich die gewünschte 
Gelegenheil, seine kauftninnisGhe Beschäftigung gftnslich aofxugeben. Die 
acht Jahre, wahrend welcher er in dieser Stellung blieb, sind die einngen 
s^nes Lebens gewesmi, die ihm eine nngestftrie wissenschaftliche Thfiiigkeit 
gestatteten. Er konnte nun umfassendere und zusammenhangende Untere 
snchungen anstellen und legte die Früchte seiner Studien Iheils in einzelnen 
Abbandlungen in diesem Journal nieder, theils in seiner bekannten und ver- 
breiteten „Sammlung von Aufi^aben und I.ehrsAlzen ans der analytischen 
Geometrie'*. Diese Schrift, von welcher der erste Theil, die Geometrie der 
Ebene umfaBsend, 1838 «schien nnd widehe spiter Veranlassung gab, dass 
die philosophische Facnltlt der Universitit Bonn ifo^niit an ihrem Ebrendoctor 
«nannte, ist ein Werk, welches. Ober den einfachen Titel einer Aufgaben- 
Sammlung weit hinausgehend, audi werlhvoUe eigene Ariieiten entbAlt und in 
welchem die Darstellung der Lehre von den geometrischen Verwandtschaften 
besonders hervorzuheben ist. — Die beiden letzten Jahre dieses Lebensab- 
schnitts brachten Oberdies fOr Magmu die Befiriedigang mit sich, dass er mit 



*} Diese Abhandluug zog die Aufmerksamkeit Jacobis auf sich, der damals 
eben «eine Doitor-nisHertatlon de fractionibu» simplicibiis heraus^efr^ten und ab 
Doccnt der Mathematik in Königsbere seine Laufbahn begonnen nutte; es exiatirt 
von ihm ein bis jetzt uneeilruikt {geblichener Aufsatz, worin er, die Methoden der 
Variationgrcclinunp; zu Tliilfe uoluneud. die Maynut-tL-hvn Eriri-bnisse und eben dabin 
gehörende von Cor/ Dupin in deMon appUcattoH» de yiomitrie etc. bekannt gemachte 
SB groeier Allgemeinheit erwdtert B* 
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einem in demselben Bereich der analylischen Geometrie errolp^reich arheitenden 
Mathemaliker, dem in den Jaiiren iS'i'i und 31 hier lebenden Professor f/ticirer 
in persönlichen wisscnscliaftlichen Verkehr treten konnte. 

Aber schon 1834 eudele für Magnus seine bisherige gOnslige Lage. 
In diesem Jahre starb plöUlich sein Freund Cauer und mit diesem Tode traten 
so wesentliche Verflnderungeii in der Organisation der Eniehungsanstalt ein, 
dass Ma^HM» nch nach einem andermi Wlrkwigricr^e umsah. Es war natflr^ 
Keh sa wflnschen, ihn in seiner wissenschafttiehoi Laufbahn fortwirken xu 
sehen, auch wurde ihm eine Stellung an einem Menlliden Inrtitnt in 
Aussicht gestellt , um welche or jedoch nicht glaubte sich bewerben su 
sollen. In seiner bis an Schächternheit grenzenden Bescheidenheit besass er 
nicht die Gabe, seine Leistungen zu äusserer Geltung- zu bringen. Auch 
setzte er in seine körperüclie Kraft da.« Verlnuien. diibs er noch ji'lzt. wie in 
jüngeren Jahren in der Wissenschaft el^^uH würde leisten können. <ell)«l wenn 
er ihr nur seiue Müsse zuzuwenden im Stande wäre. — Und so trat er, ohne 
je ein Wort der Klage laut werdmi nn lassen, l»ei dem damals neuentstandenen 
Beiliner Kassenverein als oherstw Kasaenlreamter dn. 

Leider hatte er die Stirke seiner Gesundheit flbersehltst. IMe an- 
gestaunte ThAligkeit des Kassirers in einem grossen Bank-bstitnt erschOpfie 
ihn in hohem Grade, und er musste sdne letalen KriAe ausammenralTen, um 
gleichzeitig von dem zweiten fOr die analytische Geometrie des Raumes be- 
stimmten Theil seiner „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen etc.'' auch 
nur die erste Abtheilung im Jahre 1837 er<:cheinen lassen zu können. Diese 
Abtheilunsr seines Werkes, zu welcher er die Materialien längst gesamnn'lt 
hatte und worin wiederum auf die Darstellung der Lehre von den geometrischen 
Verwandtschaften der grösste Nachdruck gelegt wird, isl — abgesehen von 
einer kurzen Bemerkung im 26'** Bande dieses Journals — die leiste Ten 
MagnttM veröffentlichte ArhdL Die sweile Abtheihmg des «weiten Thefls, 
welche die Anwendungen der InBniteslnalreehnung auf lUe Geometrie des 
Raumes enthalten sollte, ist er nidit mehr im Stande gewesen erseheinen su 
lassen. Als er nach 9jibrig4V Anstrengung hn iahre 1848 in die Lage kam, 
seine Stellung als Kassenheamter aufgeben zu können, hatten seine Kräfte 
bereits sehr abgenommen, es kam eine Schwächung des Augenlichts hinzu, 
die es ihm nninöjrlich machte, die volle Müsse, die ihm nun zu Theil wmrd, 
wissenschaftlich zu verwerthen. £r starb am 25"" September 1661. 
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